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CAPITULO ХШ 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


$ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA 
ECUACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO, 
SIENDO LA RESISTENCIA DEL MEDIO 
PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD. 
ECUACION DE LA CATENARIA 


Supongamos que la función y = f (х) expresa cuantitativamente 
un fenómeno. Al estudiar este fenómeno es imposible establecer 
directamente el carácter de la dependencia entre y y т; sin embargo, 
se puede establecer una dependencia entre las magnitudes т, y, 
y las derivadas de y respecto a 2: y”, y”, ... y“, es decir, se puede 
escribir una ecuación diferencial. 

De la dependencia obtenida entre z, y y las derivadas es preciso 
deducir la dependencia directa entre т e y, es decir, hallar y = f (2), 
o, como suele decirse, integrar una ecuación diferencial. 

Estudiemos dos ejemplos. 


Ejemplo 1, Desdo una cierta altura se ha arrojado un cuerpo de masa т. 
Determinar la ley según la cual cambia la velocidad de caída v, si sobre el 
cuerpo, además de la fuerza de gravedad, actúa la fuerza de 
aire, proporcional a la velocidad + (el coeficiente de proporcional 
decir, es preciso encontrar v = f (t). 


tencia del 
es k), es 


Solución, En virtud de la segunda ley de Newton т @#- = Р, donde, ES e 


la aceleración del cuerpo en movimiento (la derivada de la velocidad respecto 
al tiempo), y F es una fuerza que actúa sobre el cuerpo en la dirección del 
movimiento, Esta última es resultante de dos fuerzas: la de gravedad, mg, у 
la de la resistencia del aire, kv (se toma con signo menos, puesto que está diri- 
gida en dirección opuesta a la velocidad). 
Entonces 
do 

тр =mg—kv. a) 
Hemos obtenido una relación entre una función desconocida v y su derivada 
"йү, es decir, una ecuación diferencial respecto a la función desconocida v 
(la ecuación del movimiento de paracaídas de ciertos tipos). Resolver esta ecua- 
ción diferencial significa encontrar una función v= f(t) tal que satisfaga 
idénticamente a la ecuación diferencial dada. Existe una infinidad de fun- 
ciones de este tipo. Es fácil comprobar que toda función del tipo 


t: 


p=Ce ™ +E @) 
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satisface la ecuación (1) cualquiera que sea cl número constante C. ¿Pero, 
cuál de estas funciones dará la dependencia buscada entre v y 1? Para encon- 
trarla, usemos una condición adicional: al arrojar el cuerpo, le damos una velo- 
cidad inicial, ve (que articular, puede ser igual a cero); supongamos cono- 
cida esta velocidad inicial, Pero, en este caso, la función buscada v = f (£) 
debo ser tal que рага 2 = 0 (al principio del movimiento) so verifique la con- 
dición v = рз. Poniendo t = 0, v == v en la fórmula (2), obtenemos: 


m=c+3E, de donde: C=v E. 


Do esta manera se determina la constante C. Por consiguiente, la depen- 
dencia buscada entre v у £ ез: 


м 


.= (v-35) e", 07 


De esta fórmula se deduce que зі 2 es suficientemente grande, la velocidad 
v depende poco ve 
lotemos que si К = 0 (es decir, la resistencia del aire no existe о es tan 


pequeña que podemos desprociarla), obtenemos el resultado*) bien conocido 
en física: 


= vo + gt. (2°) 
satisface la ecuación diferencial (1) y 1а condición inici 


Esta función 
v= v para t= 


Ejemplo 2. Un hilo flexible homogéneo está suspendido por sus dos extre- 
mos. Hallar la ecuación de la curva cuya forma va a tomar el hilo bajo su pro- 
pio peso (esta forma es la que toman las cuerd: 

9 т cables y cadenas suspendidas). 


Solución, Soa Mo (0, b) el punto más bajo 
del hilo, y М, un punto arbitrario (lig. 244). 
parte MoM del hilo. Esta parte 

ajo la acción de tres fuerzas: 


ángulo р; 
Mo E03) Ia tensión M, en el punto Mo, que actúa 
15 horizontalmente; 
3) el peso ys del hilo, dirigido verticalmente 
hacia abajo; donde s es la longitud del arco MoM, 


7 % y es el peso específico lineal del hilo. 
Descomponiendo Т en sus componentes hori- 
Fig. 244 zontal y vertical, obtenemos las ecuaciones del 


equi 
Dividiendo la segunda igi 


Т cosọ =H, Тзепр= ү$. 
d por la primera, obtenemos: 


e=- @ 


*) La fórmula (2”) puede obtenerse de la (2”), pasando al límite: 


tim (а) E] erre 


Г] 
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Supongamos ahora que la ecuación de la curva buscada se puede escribir 
en la forma: у = f (z). Aquí, f (2) es la función que debemos encontrar, Note- 
mos que 


osr (=. 


Рог tanto, 
1 
т (4) 
H 
donde por a está designada la razón <- 
Derivemos respecto a z ambos miembros de la igualdad (4): 
dy i ds в) 


"тї а dr ` 
Pero ya sabemos (véase $ 1, cap. VI) que: 
ds dy y? 
=үз+ (2) 
Poniendo esta expresión en la ecuación (5) obtenemos la ecuación dife- 
rencial de la curva buscada: 


HL (у (= ч) (6) 


Esta función expresa la relación entre БАБ) primera y segunda de la fun- 
ción desconocida y. 

Sin prestar atención a los métodos de resolución de ecuaciones, indique- 
mos que toda función de la forma 


6 кў = х +) 


и=3 +в o 
satisface la ecuación (6), cualesquiera que sean los valores de las constantes 
C, y Ca, Esto ез fácil comprobar, introduciendo las derivadas primera y segunda 
de la función mencionada en la ecuación (6). Indiquemos sin demostración 
que estas funciones (para diferentes С, y Сз) а odas las soluciones posi- 
Мез de la ecuación (0), lo que será demostrado más adelanto (en el $ 48). 

Las gráficas de todas las funciones obtenidas de esta manera se Ilam: 
catenarias. Aclaremos, ahora, 
obtener precisamente la catenari 
denadas (0, b). Puesto que, para 


ción más baja, la tangente a este punto es horizontal, es decir, d =0. Ade- 
más, según la hipótesis, en el punto indicado la ordenada es igual а b, es decir 


De la ecuación (7) se deduce: 


(+ 
v' z(e = 


(= ш | 


Poniendo aquí z=0, obtenemos: ME, Por tanto, C¿=0, 
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Si b es la ordenada del punto Mo, entonces y = b рага z = 0. 
Suponiendo que «= 0, Сү 0 de la ecuación (1) obtenemos b= 


=5( + 1)+Cz, de donde: С: = Ь — а. 
уа encontramos: 

22 E 
(ее) e—a. 


La ecuación (7) se simplifica considerablemente, si tomamos la ordenada del 
punto Mo igual al número a. Entonces, la ecuación de la catenaria será: 


$ 2. DEFINICIONES 
Definición 1. Una ecuación que establece una relación entre 
la variable ¿independiente z, la función buscada у = f (2) y sus 
derivadas y” y™ se lama ecuación diferencial. 
Una ecuación diferencial se puede escribir simbólicamente en la 
forma siguiente: 


F(z, y И. W, een ")=0 


я 
de y Y ‚Жу. ДЕГ: eo, 
de' dí da" 


Si la función buscada y = f (т) es la de una sola variable inde- 
pendiente, la ecuación diferencial se Пата ordinaria. Ocupémonos, 
por ahora, sólo de las ecuaciones diferenciales ordinarias*). 

Definición 2. El orden de la derivada superior que entra en la 
ecuación se llama orden de la ecuación diferencial. 

Por ejemplo, la ecuación 

у — 22у 5 = 0 


ó 


es de primer orden. 


+) A Та par con las ecuaciones diferenciales ordinarias, en el análisis mate- 
mático se estudian también las ecuaciones en derivadas parciales. Las ecuacio- 
nes que establecen una relación entre la función desconocida z, dependiente de 
dos o varias variables z, las propias variables z, y, ..., y las deri- 


д: к 
vadas parciales de =: $, бе, уу, etc., se llaman ecuaciones en derivadas par- 
ciales. 
Por ejemplo, la ecuación 2% ‚Ж será on derivadas parciales con la 


función desconocida, + (z, y) 

Es fácil comprobar que la función z — z2y? satisface la ecuación dada (así 
ойда Inticidad de otras fanciones). ED el entes presanto las ecuaciones en Oeti- 
vadas parciales se estudian en el capítulo XVIII, tomo II. 
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La ecuación 
y + Ку —by—senz=0 
es de segundo orden, etc. 
La ecuación examinada en el ejemplo 1 del párrafo anterior 
es de primer orden, y la del ejemplo 2, de segundo orden. 


Definición 3. Toda función y = f (z) que, introducida en la 
ecuación, la transforma en una identidad, se llama solución 
o integral de una ecuación diferencial. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación diferencial 
йу, _ 
Ts t=. 
Las funciones y = sen z, y = 2 cos z, y = 3 sen z — cos z, y, en gene- 
ral, toda función de la forma y = Сү sen z, y = С: cos =, 
ó 


y = Сү sen z + С, cos z 
son soluciones de la ecuación dada cualesquiera que sean las constantes C, 
y С. Esto es fácil comprobar, al introducir las funciones mencionadas en la 
ecuación. 
Ejemplo 2. Examinemos la ecuación: 
ух 22 — у = 0. 


Sus soluciones son funciones de la forma: 
v=2+ Cz 
En efecto, derivando la función y = 


donde C es una constante arbitrai 
= z* + Cz, hallamos: 
y=24C. 


Sustituyendo las expresiones y e y” en la ecuación original, obtenemos la 


identidad: 
(22 4- Сут — 11 — 2? — C2 = 0. 


Cada una de las ecuaciones examinadas en los ejemplos 1 y 2 tiene una 
infinidad de soluciones. 


$ 3. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN (GENERALIDADES) 


1. La ecuación diferencial de primer orden tiene la forma: 


F (z, y, у) = 0. (1) 
Si esta ecuación se resuelve respecto a y”, se puede escribirla en 

la forma: 
y = Í (2, у). (1) 


En este caso se dice que la ecuación diferencial está solucionada 
respecto a la derivada. Para tal ecuación es válido el siguiente teo- 
rema acerca de la existencia y la unicidad de la solución de una 
ecuación diferencial. 
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Teorema. Si en la ecuación 
y = f (z, y) 
la función 1 (т, y) y su derivada parcial Е respecto а y son continuas 


en cierto dominio D del plano Оху, y si (Zo, yo) es un punto de este 
dominio, entonces existe la única solución de esta ecuación, y = q (2), 
que satisface la condición у = yo, para = = хо. 

El significado geométrico del teorema es que existe sólo la 
única función у = q (z) cuya gráfica pasa por el punto (Zo, Yo). 

Del teórema anterior se deduce que la ecuación (1°) tiene una 
infinidad de soluciones diferentes [рог ejemplo, la solución cuya 
gráfica pasa por el punto (xo, Yo), otra solución cuya gráfica pasa 
por el punto (х0, у), por el punto (xo, уз) etc., siempre cuando 
estos puntos se encuentren еп el dominio D]. 

La condición de que la función y debe tomar valor del número 
dado yo, рага z = zp, se llama condición inicial. Muy a menudo 
esta condición so escribe en la forma: 


Yli=x, = Yo- 

Definición 1. Se Ilama solución general de una ecuación dife- 

rencial de primer orden a la función 

= Ф (z, С), (2) 
que depende de una constante arbitraria ( y satisface las condicio- 
nes siguientes: 

a) satisface la ecuación diferencial para cualquier valor concreto 
de la constante С; 

b) cualquiera que sea la condición inicial y = yo, рага х = Zo, 
es decir (y)x=x == Yo, Se puede encontrar un valor C = Co tal, que 
la función y =p (z, Co) satisfaga la condición inicial dada. 

En este caso se supone que los valores xp е уу pertenecen al 
dominio de variación de las variables т e y, en el que se verifican 
las condiciones del teorema sobre la existencia y la unicidad de la 
solución. 

2. Durante la búsqueda de la solución general de una ecuación 
diferencial llegamos a menudo a una correlación de la forma: 

Ф (z, y, C) = 0, (2) 
no resuelta respecto a y. Al resolverla respecto a y, obtenemos la 
solución general. Sin embargo, no siempre es posible expresar y 
a partir de la correlación (2”) mediante las funciones elementales. 
En tales casos la solución general se queda en forma implícita. 

Una igualdad de la forma Ф (т, y, С) = 0, que da la solución 
general en forma implícita, se llama integral general de la ecuación 
diferencial. 


Ecuaciones diferenciales de primer orden и 


Definición 2. Toda función у = q (х, Co) deducida de la solu- 
ción general y = q (т, С), dando a la constante С un valor determi- 
nado C = Co, se llama solución particular. En este caso la correla- 
ción Ф (z, y, Со) = 0 se Пата integral particular de la ecuación. 


Ejemplo 1. La ecuación de primer orden 


E ЖРТ А 


dz 2 


tiene por solución general una familia de funciones у=-—; esto se puede 


comprobar mediante una simple sustitución en la ecuación. 
'allemos una solución particular que satisfaga la siguiente condición 


inicial: џо= 1, рага zọ=2. Poniendo estos valores en la fórmula у=-—, 


obtenemos: 1 =-©-6 C=2. Por consiguiente, la función y=2- ез la solu- 
ción particular buscada, 


Desde un punto de vista geométrico, la integral general repre- 
senta una familia de curvas en el plano de coordenadas, dependiente 
de una constante arbitraria C (o, como se suele decir, de un pará- 
metro C). Estas curvas se llaman curvas integrales de la ecuación 
diferencial dada. 

Cada integral particular está representada por una curva de esta 
familia, que pasa por un punto dado del plano. 

Así, en último ejemplo la integral general está representada 


geométricamente mediante la familia de hipérbolas y = E, y la 


integral particular, determinada por la condición inicial indicada, 
mediante una de estas hipérbolas que pasa por el punto Mo (2,1). 
En la figura 245 están representadas las curvas de la familia que 


corresponden а ciertos valores del parámetro: С = $ C=1,C=2, 


C = —1, etc. 

Соп el objeto de ilustrar mejor nuestros razonamientos, llamare- 
mos solución de la ecuación no sólo a la función y = q (=, Со), 
que satisface la ecuación, sino también a la curva integral corres- 
pondiente. En relación con esto trataremos, por ejemplo, de la 
solución que pasa por el punto (Zo, Yo). 

Observación: La ecuación а = — ® no tiene solución que pase 
por un punto del eje Oy (véase fig. 245). Esto se debe a que el segundo 


miembro de la ecuación no está definido para z = 0, y, por tanto, 
no es continuo. 
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Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una ecuación 
diferencial significa: 

a) encontrar su solución general o la integral general (si no 
están dadas las condiciones iniciales), o 

b) hallar la solución particular de la ecuación que satisfaga las 
condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 


AY. 
с] C=S 
Cet (ez 


б=т ]\(р= 
Cafe С=} 
Fig. 245 


3. Demos la interpretación geométrica de la ecuación diferencial 
de primer orden. 
Sea una ecuación diferencial, resuelta respecto a la derivada: 


Желе, Y, в) 


y sea y = q (т, С) su solución general. Esta solución general deter- 
mina toda la familia de curvas integrales en el plano Ozy. 

Para todo punto M, de coordenadas z e y, la ecuación (1') deter- 
mina un valor de la derivada а, es decir, el coeficiente angular de 
la tangente a la curva integral que pasa por este punto. Por consi- 
guiente, la ecuación diferencial (1”) define un conjunto de direcciones 
©, como se dice, determina el campo de direcciones en el plano Оху. 

Desde el punto de vista geométrico el problema de la integración 
de una ecuación diferencial consiste en hallar las curvas, cuyas tan- 
gentes están orientadas de modo que su dirección coincida con la 
dirección del campo en estos puntos. 
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En la figura 246 se representa el campo de direcciones definido 
por la ecuación diferencial 


4. Examinemos, ahora, el problema siguiente: 
Sea una familia de funciones que depende sólo de un paráme- 


tro C: 

у= Ф (=, С) (2) 
de modo que рог todo punto del plano (o de un dominio en el plano) 
pase sólo una curva de esta familia. 


Fig. 246 


¿Cuál es la ecuación diferencial que acepta esta familia de fun- 
ciones como integral general? 
Derivando respecto а z, encontramos de la relación (2): 


pm Px (z, С). (3) 


Puesto que por todo punto del plano pasa una sola curva de la 
familia, рага cada раг de números z e y se determina un valor 
único С de la ecuación (2). Introduciendo este valor С en la corre- 
lación (3) hallamos w como función de z e y. Así obtenemos la 


ecuación diferencial satisfecha por toda función de la familia (2). 


Ecuaciones diferenciales 


Por consiguiente, para establecer la relación entre z, y y Y 


аг" 
es decir, рага escribir la ecuación diferencial cuya integral general 


se determina por la fórmula (2), es preciso eliminar C de (2) y (3). 


Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial de la familia de parábolas y = 
= Cai (fig. 247). 


Fig. 247 


Derivando la ecuación respecto a z, hallamos: 
dy 
de 


2Cz. 


Introduciendo en esta última el valor 


definido por la ecuación de la familia, obtenemos una ecuación derivable de 
la familia das 


Esta ecuación diferencial se verifica para z + 0, es decir, en todo domi- 
nio que no tenga puntos en el eje Oy. 


$ 4. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARADAS Y SEPARABLES. 
PROBLEMA DE LA DESINTEGRACION DEL RADIO 


Estudiemos una ecuación diferencial de la forma 


ESTAN [| 
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donde el segundo miembro es el producto obtenido mediante la 
multiplicación de una función que depende sólo de z por una fun- 
ción dependiente sólo de y. Suponiendo que fz (y) = 0, transforme- 
mos (1) del modo siguiente: 


1 
[ДЕЛ 


Suponiendo que la función y de z es conocida, la ecuación (1') se 
puede considerar como igualdad de dos diferenciales, cuyas inte- 
grales indefinidas se diferenciarán en un sumando constante. Inte- 
grando el primer miembro respecto a y y el segundo, respecto a z, 
obtenemos 


dy = f, (z) dz. (1) 


1 
dy= а: +С. 
( Ta” fno + 


Hemos obtenido una correlación entre la solución y, la variable 
independiente т y la constante arbitraria С, es decir, hemos obtenido 
la integral general de la ecuación (1). 

1. La ecuación diferencial de la forma (1°) 


М (а) dx + N (у) dy = 0 (2) 


se llama ecuación con variables separadas. Según lo demostrado, su 
integral general es 


їм (2) dz + $ N (y) dy =C. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación con variables separadas: 
zdr+ y dy = 0. 
Integrando, obtenemos la integral general: 


Puesto que el primer miembro de la última ecuación no es negativo, lo 
mismo será el segundo miembro. Designemos 2С, рог С°: 


spec. 


Esta es la ecuación de una familia de circunferencias concéntricas (fig, 248) 
de radio C y centro en el origen de coordenadas. 


2. La ecuación de la forma 
М, (2) N, (y) dz + М. (а) №. (y) dy = 0 (3) 
se llama ecuación con variables separables. Esta puede ser reducida*) 


*) Estas transformaciones son válidas sólo en un dominio donde tanto 
Мү(у), como Ma (z) no se anulan. 
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a una ecuación con variables separadas, dividiendo ambos miembros 
por la expresión №, (y) Ma (=): 


MDN V) gy Mala) №00 gy 
N, (y) М (2) N, (y) М. (2) 


M, (2) Na (y) 
dz + = dy =0, 
мам 
es decir, а una ecuación de la forma (2). 


Ejemplo 2. Soa la ecuación 


E AN E 
"Эн z 
Soparemos las variables: 
E E. 
ж ж 


Integrando, encontramos: 
dy dx 
3+0 
ев десіг, 


In|y|=—In|z1+In|C|*) ó а= |2 : 


de donde obtenemos la solución general: 


*) Teniendo en cuenta las transformaciones ulteriores, hemos designado 
la constante arbitraria mediante In | С | lo que es admisible puesto que In | C | 
(cuando С э 0) puede tomar cualquier valor en los límites de — co hasta + со. 
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Ejemplo 3. Sea la ecuación 


(142) y dz4-(1—y)= dy=0. 
Separando las variables, encontramos: 
a усо (L Чары 
LEE arp ay (+) де + (5 1) dy=0. 


т 
Integrando, obtenemos: 
Injzl+x+lIn]yl—y=C ó Inlay|+x—y=C; 


la última relación es la integral general de la ecuación dada. 

Ejemplo á. Se ha establecido que la velocidad de la desintegración del 
radio es directamente proporcional a su masa en cada instante dado. Determi- 
nar la ley de variación de la masa del radio en función de tiempo, si para £ = 0 
la masa del radio fue то. 

La velocidad de la desintegración se determina del modo siguiente. Sea m 
la masa al instante £ y m-+ Ат, al instante £-+ At. La masa desintegrada 
durante el tiempo At es Am. La razón 2 es la velocidad media de desintegra- 
ción. El límite de esta razón para At —» 0: 


es la velocidad de desintegración del radio al instante /. 
Según la hipótesis: 


(4) 


donde k os un coeficiente de proporcionalidad (k > 0). Ponemos el signo me- 
nos, porque a medida que transcurre el tiempo la masa del radio disminuye y, 


por eso: 47 << 0, La ecuación (4) es una ecuación con variables separables. 
Separemos las variables: 


атка. 
Rosolviendo la ecuación, obtenemos: 
Inm=-—kt-4+InC, 
de donde 


т= Се, (5) 
Siendo dada la masa del radio igual a то en el instante t= 0, entonces 
C debe satisfacer la correlación: 
m=" t =C, 
Introduciendo el valor de C еп la ecuación (5), obtenemos la dependencia 
buscada (véase la fig. 249) de la masa del radio en función del tiempo: 
m=m*t, (6) 
El coeficiente k se determina experimentalmente de la manera siguiente. 
Sea a el % de la masa inicial del radio desintegrada durante el tiempo tọ. Por 


2536 
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tanto se cumple la correlación: 


de donde: 


De tal modo hemos establecido que para el radio k == 0,00044 (la unidad de 


medida del tiempo es el año). 
Poniendo este valor de k en la fórmula (6), tenemos: 


m=mpe 70:000664, 


Hallemos el período de semidesintegración del radio, o sea el intervalo 
de tiempo durante el.cual se desintegra la mitad de la masa inicial del radio. 


m| 


Fig. 249 


Sustituyendo m en la última fórmula por el valor ЕЗ obtenemos la ecuación 


para determinar el período 7 de semidesintegr: 


Л ы-и, 
de donde: 
—0,000447 = — In 2. 
o sea, 
To 1500 años 


Noternos que muchos otros problemas físicos y químicos desembocan en 
una ecuación de la forma (4). 


Observación. La ecuación diferencial con variables separadas 
de la forma 


Mb) 6 бу) 00а 
es la más simple. 
Su integral general tiene la forma: 
у= 110) +С. 
A la solución de ecuaciones de este tipo está dedicado el capí- 
tulo X. 
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$ 5. ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER ORDEN 


Definición 1. La función f (z, y) se llama homogénea de grado 
п respecto a las variables z e y, si para todo А. se verifica la identidad: 
1(z, М) =] (т, y). 


Ejemplo 1. La función f(x, y) =V 73 + y3 es homogénea de primer grado, 
puesto que 


10, м) =} AENA V SF =A (2, 0). 
Ejemplo 2. f (zy)=ry—y? es una función homogénea de segundo grado 
puesto que (Ax) (Ay) — (Ay)? = А2 [zy — 02). 
E 


Ejemplo 3. f(z, y)= es una función homogénea de grado cero 
(Ar)? — (Ay)? 22—02 
(=) (Ay) zy 

10, Ayj=j (e, y) 6 Fr, Ay) = А0 (2, у). 
Definición 2. La ecuación de primer orden 
=, y [| 


se llama homogénea respecto a z е y, si la función f (z, y) es homogé- 
nea de grado cero respecto a z e y. 


puesto que y es decir, 


Solución de una ecuación homogénea. Según la hipótesis, 


1 (àz, Ay) = f (0, y). Haciendo А =1, tenemos: 
2 


es decir, la función homogénea de grado cero depende sólo de la 
razón de los argumentos. 
En este caso, la ecuación (1) toma la forma: 


dy y 
2 (1 2). 


Efectuemos Ja sustitución: и = z, es decir, y = uz. Entonces 


te, 9=1(1, 2), 


tenemos: 
dy du 
atar 


Sustituyendo este valor de la derivada en (1) obtenemos: 


ut уд, и), 
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que es una ecuación con variables separables: 


E E EL A н 
ar aaa 


Integrando, hallamos: 
f E с. ( E 
а, ш) —u т 
Sustituyendo и por la razón z, después de integrar, obtenemos 


la integral de la ecuación (1”). 
Ejemplo 4. Sea la ecuación 


Y 
dz = 11—01 ` 

Еп el segundo miembro tenemos una función homogénea de grado сего. Por 
consiguiente, se trata de una ecuación homogénea. Realicemos la sustitu- 


ción: de L 
= 


u; entonces 


dy du. du и_, du u 
г MA PTI 


у=ит; 


Separando las variables, resulta: 


(1—un du dz (+ 
A 


Eje 


do donde, después de integrar, encontramos: 
1 |} 
тг Inlul=In/=i+In10] ó га 1ч. 
Sustítuyendo u=t obtenemos la integral general de la ecuación inicial: 
z 
Cul. 
Es imposible en el caso dado expresar y como función explícita de т 


mediante las funciones elementales. Sin embargo, es fácil expresar т en 
función de 


z=y V —2In/Cyl. 
Observación. La ecuación de la forma 
M (z, y dz + N (z, y)dy = 0 
será homogénea sólo en aquel único caso, еп que M (=, y) y N (z, y) 
sean funciones homogéneas de un mismo grado. Esto se deduce del 


hecho de que la razón de dos funciones homogéneas de un mismo 
grado es una función homogénea de grado cero. 
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Ejemplo 5. Las ecuaciones 
(27 --3у) dz + (z — 2y) dy=0, 
(22 + y3) dz — 22у dy =0 
son homogéneas. 


$ 6. ECUACIONES QUE SE REDUCEN 
A ECUACIONES HOMOGENEAS 


Se reducen a ecuaciones homogéneas las ecuaciones de la forma 


йу _ ах + by +c a 
de ast byte 


Si c, = с = 0, la ecuación (1) es, evidentemente, homogénea. 
Supongamos, ahora, que с y с; (o uno de ellos) son diferentes de cero. 
Realicemos el cambio de variables: 


z=n+h, y=y+k. 
Entonces, 
dy _ ал 2 
т аы т (2) 
Introduciendo en la ecuación (2) las expresiones de z, y y а » 
tenemos: 
ал аз + by, + ah + bk +0 А (8) 
ат, astı + biy + ash, + bik + с, 
Elijamos h y k de tal modo que se verifiquen las ecuaciones 
аһ + bk+c=0, 7] 
aih + bik са = 0, 
es decir, determinemos л у k como soluciones del sistema de ecuacio- 
nes (4). Bajo esta condición la ecuación (3) es homogénea: 
dy а + dy 
de, ayt, + by 


Al solucionar esta ecuación, y pasando de nuevo a z e y, según 
las fórmulas (2), obtenemos la solución de la ecuación (1). 


El sistema (4) no tiene solución, si 


o. dira 
а lecir, si 


ай == а. Pero en este caso Ll — 2! A, es decir, а Аа, b= Ab, 
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y, por consiguiente, se puede transformar la ecuación (1) en la 
forma: 
9у__ (ах БЫ) Бс 
dz À(az+ by) + 
Haciendo la sustitución 
2 = ах + by, (6) 


la ecuación se reduce а una ecuación con variables separables. 
En efecto, 


(5) 


de donde: 
(7 


Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5) obtenemos: 
ta a RO 


bdr ЪФ 


que es una ecuación con variables separables, 
El procedimiento utilizado para la integración de la ecuación (1) 
se aplica, también, a la integración la ecuación 


а аше) 
de Хах + biy +c 


donde, f es una función continua arbitraria. 


Ejemplo 4. Sea la ecuación 
dy 
>” 


Para transformarla en una ecuación homogénea hacemos la sustitucion: 
z=x,+h; y=y¡-+k, Entonces, 


dy _ а+и-Еһ+Е®—3 

dz, y HAET 
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones 

h+k—3=0; һ—к—1=0, 


encontramos: 
h=2, k=1. 

Como resultado obtenemos la ecuación homogénea 
ôy + 


dz YM? 
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que resolvemos mediante la sustitución =ч entonces, 


dy, а du 1+-и 
u= E, Lutz а: + э-ге 


y obtenemos una ecuación con variables separables 


Separamos las variables: 


Integrando, hallamos: 


arctg u—HIn (14и) = 1а 7, + In C, 


arctg u=1n (Cz, YTF u?) 
o 
Cz, VIF = е ч, 
Sustituyendo u por en la última igualdad, tenemos: 


arctg. = 
сүң+й=‹ а, 
Por fin pasando а las variables z e y, obtenemos en definitiva: 


ЕЦ 
Az, 


ri P= 


Ejemplo 2. La ecuación 


„220—1 
У == +9045 


по se puede resolver mediante la sustitución z = z; + h, у = y; +k, puesto 


que en este caso el sistema de ecua 


iones, que sirve pata determinar В y k, es 


irresolublo (aquí, ol determinante | iil de los coeficientes de las variables 


es igual a cero), 


Še puede reducir esta ecuación a una ecuación con variables separables 


mediante la susi 


ución: 


2z+y=s. 
Entonces у' = :' —2 у la ecuación se reduce а la forma: 
2'—2=. 
о sea, 
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Resolviéndola, encontramos: 
у 
Ж зр ln 52491 ==4C. 


Como z=2=-+ y, obtenemos la solución definitiva de la ecuación inicial 
en la forma: 


2 оу Im110545y+9]==+0 


10у — 52 4-7 ln |1024 5у +-91=С;, 
es decir, en la forma de una función implícita y de =. 


$ 7. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 


Difinición. La ecuación que es lineal respecto a la función des- 
conocida y su derivada, se llama ecuación lineal de primer orden, La 
ecuación tiene la forma: 


ру 0@), a 


donde Р (z) y Q (z) son funciones continuas dadas de z (о constantes). 
Resolución de la ecuación lineal (1). Busquemos la solución 
de la ecuación (1) en la forma de un producto de dos funciones de z: 


y = u (z) v (2). (2) 


Se puede tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra 
se determinará entonces según la ecuación (1). 
Derivando los dos miembros de la igualdad (2) encontramos: 


dy dv du 
a” u Ж + v 

Poniendo la expresión obtenida de la dervada “Y en la ecua- 
ción (1), tenemos: 


ey 4 Puv=Q 


di du 
u (Z+ Po) +0920. B 
Elijamos la función v de tal manera que 


+ Pv=0. 0] 
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Separando las variables en esta ecuación diferencial respecto a la 
función v, encontramos: 


— = — Pdr. 
v 


Integrando, obtenemos: 
—InC,+Inv=— | Рат 
-| Pax 
v=C,e $ 
Puesto que es suficiente tener una solución cualquiera, distinta 
de cero, de la ecuación (4), tomemos por la función v (z): 
ог е1“, (5) 


donde | Рат ез una función primitiva cualquiera, Es evidente que 
v(x)+0. Sustituyendo el valor encontrado de v(x) en la ecua- 


ción (3), obtenemos (teniendo en cuenta que de + po=0 


vea = 008), 
о sea, 
de 06) 
dr v(a)” 
de donde: 
LO ъс 
v(z) 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2) obtenemos en 


definitiva: 
v= |f 00) a+c], 
v(x) 
о 
y=o(0 | 20 ась. © 
v(a) 


Observación: Es evidente que la expresión (6) no variará, si, 
en lugar de la función v (т) determinada por la ecuación (5), tomamos 


alguna otra función v; (z) = Cv (z). En efecto, sustituyendo en (6) 
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v (z) рог v, (z), obtenemos: 


T Q() С, 
Ci — dx + СС A 
v(z) f 209 + CCo (2) 
En el primer término se elimina С, en el segundo término el 


producto СС es una constante arbitraria la que designemos por С 
y regresamos de nuevo a la expresión (6). Si designamos: 


( ta 
v(a) 
la expresión (6) toma la forma 

y = v (z) q (2) + Cv (2). (6) 
Es evidente que (6) es la integral general, puesto que se puede 
elegir C de tal modo que se satisfaga la condición inicial y = Yo 


рага = = Zo. 
El valor de С se determina de la ecuación: 


Yo = 0 (ж) P (хо) + Cv (z0). 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 


y 


4 2 
ETA 
Solución. Hagamos: 


Entonces: 


КГА 
аг 


Introduciondo la expresión Y en la ecuación inicial, tenemos: 


do 
“Еа.” Ed 
do 2 
Ы + m 
Para determinar v, obtenemos la ecuación: 
O „6, 
э" 
es decir, 
dv _ 2dr 
v z=pt” 
de donde: 


Inv=21n (+1), 
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о sea 
v=(z+1)?. 


Introduciendo la expresión de la función v en 1а ecuación (7) obtenemos 
la ecuación para determinar u, 


E (4199 


б а 

u 

Ез 
de donde: 
„ыз с, 
Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada tendrá la forma: 
y 
и сы. 


La familia obtenida es la solución general. Cualquiera que sca la condi- 
ción inicial (zo, yo), donde zo + —1, siempre se puede elegir С de tal manera 
ue la solución particular correspondiente satisfaga la condición inicial dada. 
Bor ejemplo, la solución particular que ce læ condición уо = 3 рага 
zo = 0 se encuentra del modo siguiente: 


з 0 софа c=5. 
Por tanto, la solución particular buscada es: 


E 


Sin embargo, si se toma la condición inicial (те, yo) de modo tal que ху = 
= — 1, entonces no será posible encontrar una solución particular que satis- 
faga esta condición. Esto se explica por el hecho de que la función P (2) = 

2 


es discontinua en el punto хо = — 1 y, por tanto, no se cumplen 
iones del teorema de la existencia de la solución. 


ZE 
las con 


$ 8. ECUACION DE BERNOULLI 
Estudiemos una ecuación de la forma*) 
di 
@ЕР@у=0(@у', o 
donde P (z) y Q (z) son funciones continuas de т (o constantes), 


у, п 5 0, n 1 (еп el caso contrario resulta una ecuación lineal). 


*) Esta ecuación se reduce del problema sobre el movimiento de un cuerpo, 
si la resistencia F del medio depende de la velocidad: 4 


dv А 
= Awha, б 924 


La ecuación del movimiento зета т 
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Esta ecuación, llamada de Bernoulli, se reduce a una ecuación 
lineal mediante la siguiente transformación: 
Dividiendo todos los términos de la ecuación por y”, obtenemos: 


oe. @ 
Efectuemos ahora la sustitución: 
s=, 
Entonces, 
dz =n dy 
a= "+0" ir 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2), obtenemos una 
ecuación lineal: 


B (on P= (п 00. 


Al encontrar su integral general, y sustituyendo z por su expre- 
sión y”"*!, obtenemos la integral general de la ecuación de Ber- 
noulli. 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 
4 
Ду = зу, (3) 


Solución. Dividiendo todos los términos por y3, tenemos: 
E a á) 
Introduzcamos una nueva función: 
з= 


entonces, 


Sustituyendo este valor en la ecuación (4), obtenomos la ecuación Lineal: 
4: 
Fm 29, (5) 


Hallemos ahora su integral general: 


Sustituyendo las expresiones de z y E en la ecuación (5), obtenemos: 


y v—2ruv = —213 
ó 
4 du 
u (2-2) +» =—®®. 
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Igualemos a cero la expresión entre paréntesis: 


2 20; Lon de; 


dz 
83, 


Inv=x*% v=. 


Para determinar u obtengamos la ecuación: 


Separemos las variables: 
du=—2ez3dr, u=—2 | e7 z3dz+C. 

Integrando por partes, encontramos: 
ute ре БС т-ашу==:3--1--С 


Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada es: 


уалар Се, оза: y= tl. 
Vaji+cor 

Observación. Análogamente a lo que hemos hecho en el caso 
de las ecuaciones lineales se puede demostrar que es posible buscar 
la solución de la ecuación de Bernoulli en la forma de producto de 
dos funciones: 

y = u (3) v (2), 

donde v (z) es una función arbitraria distinta de cero, que satisface 
la ecuación v + Pv = 0. 


$ 9. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 
Definición. La ecuación 
М (z, y dz +N (z, y) dy =0, (1) 


se llama ecuación en diferenciales totales, si М (z, y) у N (х, y) son 
ra continuas y derivables para las que se cumple la corre- 
ación: 


——=———, (2) 
siendo 2м y ы continuas en un cierto dominio. 


Integración de las ecuaciones en diferenciales totales. Demos- 
tremos que si el primer miembro de la ecuación (1) es una diferen 
cial total, se cumple la condición (2), y, viceversa, si se cumple la 
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condición (2), entonces el primer miembro de la ecuación (1) es la 
diferencial total de cierta función и (т, y), es decir, la ecuación (1) 
tiene la forma: 

аи (х, y = 0 (3) 


у, рог tanto, su integral general es и (z, у) = С. 
Supongamos, primeramente, que el primer miembro de la ecua- 
ción (1) sea diferencial total de cierta función u (т, y), es decir, 


Mz, yde N (z, ya=da=Lar+ Е 
entonces: 
du ди 
М= + = 9" (4) 


Derivando Ја primera relación respecto а y, у Ја segunda, respec- 
to a т, tenemos: 


M д. N du 
ду дтду' дт дуд’ 
Suponiendo que las segundas derivadas son continuas, tenemos: 
әм _ ON 
ду dx ' 


es decir, la igualdad (2) es condición necesaria para que el primer 
miembro de la ecuación (1) sea diferencial total de cierta función 
и (x, у). Mostremos que esta condición será también suficiente, 
es decir, si se cumple la igualdad (2), el primer miembro de la ecua- 
ción (1) es diferencial total de cierta función u (z, y). 

De la relación 


ди 
ME Y 
hallamos que: 
x 
= | M (z, yaz+ glu), 
xo 
donde zo es la abscisa de un punto arbitrario en el dominio de exis- 
tencia de la solución. 
Integrando respecto a т, supongamos y constante. Por eso, la 


constante arbitraria de integración puede depender de y. Eligamos 
la función q (y) de tal modo que se cumpla la segunda de las corre- 
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laciones (4). Para esto derivemos*) ambos miembros de la última 
igualdad respecto a y e igualamos el resultado a N (т, y): 


z 


ди aM . 
a y (0 = М (z, Y; 
ду ду 
әм _ ôN i 
Pero, como "йш ГС" se puede escribir: 


| 2 нуш, es decir, (т, ШЕ, 900 =, 0), 


zo 


ó 

N (z, y) — N (zo, y) +0 (0) = N (z, y). 
Por tanto, 
И Ф (0) = М (жоу), 


y 
PU) = ÍN (Zo y)dy +C. 
Yo 
Así pues, la función и (т, y) tomará la forma: 
z |3 
u= Í M (z, y)dz + ÍN (zo y)dy 4С. 
xo Yo 
Aquí, P (20, yo) es un punto en cuya vecindad existe la solución 
de la ecuación diferencial (1). 


Igualando esta expresión a una constante arbitraria C, obtene- 
mos la integral general de la ecuación (1): 


* Y 
$ M (z, Ша ÍN (zo Y dy=C. (5) 
Ejemplo. Sea la ecuación 
2 dz -+ © dy=0. 


*) La integral { M (z, y) dz depende de y. Para hallar la derivada де 


esta integral respecto a y, es preciso derivar respecto a y el integrando: 
A x 
ә әм 
ўме уа { a. 
5 ÉS 
Ello se deduce del teorema de Leibniz sobre la derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro. (Véase $ 10, cap. XI, tomo 1) 
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Averigiiemos si esta ecuación está dada i і 
Р lada еп diferenciales totales, 


2r 322 
tA =, 


entonces, 


ду ra дт уб 
Para y +0 se cumple la condición (2). Por tanto, el primer miembi 
de la ecuación dada es la diferencial. total do cierta’ funció пада 
иба, y). Найашоз esta función. катыны 
Puesto que =, resulta: 
е А 
и) Зане A O) 


donde q (y) es una función de y, que es preciso determinar. 
Derivando respecto a y esta relación y tomando en cuenta que 


hallamos: 


Por consiguiente, 
1 
+ 
Así, la integral general de la ecuación inicial es: 


Ф. Фи Ас ае РС, 


т? t 
5-7=с 


$ 10. FACTOR INTEGRANTE 


Suponemos que el primer miembro de la ecuación 
М (z, у) àz + N (z, y dy =0 (4) 

по es una diferencial total, Se logra a veces elegir una función 
р (z, y) tal que, si multiplicamos todos los términos de la ecuación 
por esta función, el primer miembro se convierte en una diferencial 
total. La solución general de la ecuación así obtenida coincide con 
la solución general de la ecuación inicial; la función p (=, y) se Пата 
factor integrante de la ecuación (1). 

Para hallar un factor integrante р procedemos del modo siguien- 
te: multipliquemos los dos miembros de la ecuación dada por el 
factor integrante p, por ahora desconocido: 


pM dz + uN dy = 0. 
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Para que la última ecuación esté dada en diferenciales totales 
es necesario y suficiente que se cumpla la relación 


IM) _ 0 (uN) 
ду ôr ' 
es decir, 
My ydh уды. 
ду ду дт дт 
о sea 


ду dx Әг ду 


Al dividir por p los dos miembros de la última ecuación, obtenemos: 


minu _y nn 2N дм. @) 
ду дух дх ду 

Es evidente que toda función p (т, y) que satisface la última 
ecuación es un factor integrante de la ecuación (1). 

La ecuación (2) es una ecuación en derivadas parciales con una 
función desconocida p, dependiente de dos variables х e y. Se puede 
demostrar que en ciertas condiciones la ecuación posee una infinidad 
de soluciones y, por tanto, la ecuación (1) tiene el factor integrante. 
Pero en el caso general el problema de la búsqueda de p (z, y) de 
la ecuación (2) es más difícil que el de integrar la ecuación (1). Sólo 
en algunos casos particulares se logra determinar la función y (т, y). 

Supongamos, por ejemplo, que la ecuación (1) admita un factor 
integrante que depende sólo de y. Entonces, 

0lnp 0, 
дг 


y рага hallar и obtenemos una ecuación diferencial ordinaria: 


д\пн 
ду 


de la que se determina (por medio de una cuadratura) Ір ц y, por 
tanto, el propio p. Es evidente, que de esta manera se puede pro- 
ôN ôM 


ceder sólo cuando la expresión ar ду 


no depende de л. 
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aN ôM 
D y 

N 
sino exclusivamente de z, es fácil hallar el factor integrante que 
depende solamente de z. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 

(v+ 202) dz— z dy=0. 
Solución. Aquí: M=y+=2y% N= —2; 
= =1-+-2шу; әм М. + en ` 
Por consiguiente, el primer miembro de la ecuación no es diferencial 


total. Examinemos si esta ecuación admite un factor integrante que depende 
sólo do y. Notemos que 


Análogamente, si la expresión no depende de y, 


_ әм 
дх — ду 


Эху 


y+zy? 


concluimos que la ecuación lo admite. Encontremos ahora este factor 
integrante: 


de donde: 


Inp=-—2Iny, es decir n=- х 


Después de multiplicar todos los términos de la ecuación dada por el 
factor integrante determinado p obtenemos la ecuación E +=) az- 5 dy=0 
ôM ôN 1 


en diferenciales totales ( 
su integral general: 


) - Resolviéndoła, encontramos 


s 18 
$+ te=, 
o 
ж: ЧИ 
v 20 * 


$ 11. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS 
Sea dada una ecuación de la forma 
Ф (z, y, С) = 0, (1) 


donde т e y son las coordenadas variables de Descartes y С, un 
parámetro que pueda tomar diferentes valores fijados. 
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Para cada valor dado del parámetro С la ecuación (1) determina 
cierta curva en el plano Оту. Dando a C todos los valores posibles 
obtenemos una familia de curvas que dependen de un solo pará- 
metro, o, como suele decirse, una familia de curvas monoparamétrica. 
Así, la ecuación (1) es la ecuación de una familia de curvas mono- 
paramétrica (puesto que contiene una sola constante arbitraria). 


Definición. La línea Z se llama envolvente de una familia de curvas 
monoparamétrica, si en cada uno de sus puntos toca una и otra 


y 


Г) x 
Fig. 250 


curva de la familia, y también, diferentes curvas de la familia 
dada tocan la línea L en distintos puntos (fig. 250). 
Ejemplo 1. Examinemos la familia de curvas 
(094 02 =R, 
donde R es una constante, y C, un parámetro. 
Es la ecuación de una familia de circunferencias de radio R -y centros en 


el eje Oz. Es evidente que esta familia admito como envolventes las rectas 
у= Н, у= —Н (fig. 251). 


Fig. 251 


Búsqueda de la ecuación de la envolvente de una familia dada. 
Sea la familia de curvas 


Ф (z, у, С) = 0, (1) 
que dependen de un parámetro C. 
з» 
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Supongamos que esta familia tenga una envolvente cuya ecuación 
se puede escribir en la forma у = q (z), donde q (2) es una función 
continua y derivable de z. Examinemos un punto M (z, y) que se 
halla en la envolvente. Este punto pertenece, también, a cierta 
curva de la familia (1). A esta curva corresponde un valor deter- 
minado del parámetro С, este valor para dadas (т, y) se define 
de la ecuación (1) C = С (z, y). Por tanto, para todos los puntos 
de la envolvente se verifica la igualdad 


Ф (z, y, C (z, y) = 0. (2) 

Supongamos que С (=, y) sea función derivable, no constante 
en ningún intervalo de los valores estudiados de x, y. Partiendo de 
la ecuación (2) de la envolvente, encontremos el coeficiente angular 


de la tangente a la envolvente en el punto М (т, y). Derivemos la 
ecuación (2) respecto a z, considerando y como función de z: 


EY 2, [o |, 


ar +С ôr 


ооо, [22+ £ y]=o. ð 


Luego, el coeficiente angular de la tangente a la curva de la 
familia (1) en el punto M (z, y) se deduce de la ecuación: 
D,+0,y=0 % 


(en la curva dada С es constante). 

Supongamos que Ф, 0; en caso contrario consideremos = 
como la función e y, como el argumento. Puesto que el coeficiente 
angular k de la envolvente es igual al de la curva de la familia, 
de las ecuaciones (3) y (4) se deduce: 


ôC , дс 
Ф [= = ¡| 0. 
с Б ТГ ay” 


Pero como С (=, y) + const en la envolvente, entonces: 
e, 
LE yA0, 
бх t ду йт 


рог lo que para sus puntos es válida la igualdad: 
De (т, y, С) =0. (5) 
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Así, para determinar la envolvente sirven las dos ecuaciones 
siguientes: 

® (z, у, C)=0, 

Dé (х, y, С) =0. © 

Si, eliminando С de estas ecuaciones, obtenemos у = q (z), donde 


Ф (х) ез una función derivable, siendo С + const en esta curva, 
atonoa y = Ф (2) es la ecuación de la envolvente. 


Observación 1. Si una función у = q (z) es la ecuación 
del lugar geométrico de puntos singulares de la familia (1), es decir, 
de los puntos donde Ф; = 0 y Ф, = 0, entonces las coordenadas 
de estos puntos también satisfacen las ecuaciones (6). 

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden 
expresar en función del parámetro С que entra en la ecuación (1): 


z= А (C), у= p (C). (7) 


Poniendo estas expresiones en la ecuación (1), obtenemos una 
identidad respecto a С. 


DIA (С), p (С), Cl = 0. 
Derivando esta identidad р а С, obtenemos: 


a+ o, de 9—0; 


puesto que para los puntos cualesquiera se cumplen las igualdades 
Ф; = 0, Ф, = 0, para estos puntos se cumple, también, la ecuación 


Фе = 0. 
ре esta manera hemos demostrado que las coordenadas de los 
puntos singulares satisfacen las ecuaciones (6). 

Así, las ecuaciones (6) definen la envolvente, o bien el lugar 
geométrico de los puntos singulares de la familia (1), o bien la com- 
binación de ambas cosas. Por consiguiente, al obtener una curva 
que satisface las ecuaciones (6), hace falta realizar un estudio con 
el objeto de determinar, si esta curva es envolvente o lugar geomé- 
trico de los puntos singulares. 


Ejemplo 2. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias 
(а — C)+ p? — Rè = 0, 
que dependen de un solo parámetro С. 
Solución. Derivando la ecuación de la familia respecto a С, tenemos: 
2 (к — Су = 0. 
Eliminando C de estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación: 
—R=06y=+R. 
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido cs 
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tienen puntos singulares). 


Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas: 
zcosa-+ y sena — p = 0 (ау 
donde, а es ш parámetro. 
Solución. Derivando respecto a а la ecuación dada do la familia, tenemos: 
—z sena + y cosa = 0. (b) 


Para eliminar el parámetro æ de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación рог cosa y los términos de la segunda, 


Fig. 252 


por sena. Luego restamos la segunda ecuación de la primera. En este caso 
obtenemos: 


z= р соза. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), hallamos: 
=p sena, 


Elovando al cuadrado los miembros de las dos últimas ecuaciones y sumán- 
dolas miembro a miembro obtenemos: 
24 у%= p? 


Es la ecuación de una circunferencia que sirve de envolvente de la fami- 
lia de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas no tienen estos puntos) (fig. 252). 


Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artillería, con velocidad wo bajo diferentes ángulos de 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan 
en el plano Оту (despreciando la resistencia del aire). 


Solución. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo æ en la dirección positiva del eje Ox. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad vo; y otro 
movimiento de caída por acción de la fuerza de gravedad. 
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido ез 
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tienen puntos singulares). 
Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas: 
г cosa + ysena — p = 0 (a) 
donde, a es un parámetro. 


Solución. Derivando respecto a a la ecuación dada de la familia, tenemos: 


—т sena + y cosa = 0. 


Para eliminar el parámetro æ de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación por cosa y los términos de la segunda, 


Fig. 252 


por зеп. Luego restamos la segunda ecuación de la primera. En este caso 
obtenemos: 


z= p cosa. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), hallamos: 
y = psena. 


Elevando al cuadrado los miembros de las dos úl 
dolas miembro a miembro obtenemos: 


224 yd pi, 


Es la ecuación de una circunferencia que sirve de envolvente do la fami- 
lia de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas no tienon estos puntos) (fig. 252). 


Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artillería, con velocidad ro bajo diferentes ángulos de 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias so hallan 
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire). 


imas ecuaciones y sumán- 


Solución. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo a en la dirección positiva del eje Oz. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad vo; y otro 
movimiento de caída por acción de la fuerza de gravedad. 
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Por eso, a cada instante £, la posición del proyectil M (fi 
nida por las ecuaciones: 


. 253) está defi- 


z=vot cosa, 
з 
у=зызепа—Ё=. 


Estas son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria (el parámetro ез е] 
tiempo 1). 


Vot cosa 


Fig. 253 


Eliminando +, obtenemos la ecuación de la trayectoria en la siguiente 


“ә TENS ВЕБ 
0—2 04—50 cosa 
e introduciendo las designaciones: tg а= к, -$r =a, obtenemos: 


71 
y=kz—az? (1 2). 
Esta ecuación define una parábola con el 


origen de coordenadas y las ramas dirigidas haci 
res de k obtenemos trayectorias diferentes. La ecuación (в), por consiguiente, 


0 
Fig. 254 


es la ecuación de una familia monoparamétrica de parábolas que son las tra- 
yectorias del proyectil a diferentes ángulos a, con una velocidad inicial dada 
vo (fis 
* 'Hallemos la envolvente de esta familia de parábolas. 

Derivando respecto а k ambos miembros de la ecuación (8), tenemos: 


z—2akz3=0. (9) 
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Eliminando k de las ecuaciones (8) y (9), obtenemos: 


1 
кик түң 
у= —*® 


Es la ecuación de una parábola con el vértice en el punto (0, ) , cuyo 


eje coincide con el Oy. Esta ecuación no es un lugar geométrico de los puntos 


y 


lugar geométrico de los puntos singulares X 
Fig. 255 


singulares (puesto que las parábolas (8) no tiene puntos singulares). Así, la 
parábola 


1 


—ах+ 


es envolvente para la familia de trayectorias. Se llama parábola de seguridad, 
puesto que ningun punto situado fuera de sus límites puede ser alcanzado 
por un proyectil lanzado de este cañón dado con la velocidad inicial vo. 


Ejemplo 5. Hallar la envolvente de la familia de parábolas semicúbicas 
y9—(2—C)2=0. 


Solución. Derivemos la ecuación dada de la familia respecto al pará- 
metro C: 


2(2—C)=0. 
Eliminando el parámetro C de ambas ecuaciones, obtenemos: 
y=0. 


El eje Oz es un lugar geométrico de los puntos singulares: los de retro- 
ceso de primera especie (fig. 255). En efecto, hallemos los puntos singulares 
lo la curva 


0 (2 С) = 0, 
fijando el valor de С. Derivando respecto а z е y, hallamos: 
Fx=—2(2—C)=0; 
Ру =3y? = 0. 
Resolviendo simultáneamente las tres ecuaciones anteriores, hallamos las 
coordenadas de un punto singular: z = C, ў = 0. Рог tanto, cada curva de 


la familia dada tiene un punto singular en el eje Oz. Si el parámetro C varía 
continuamente, los puntos singulares llenan todo el eje Oz. 
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Ejemplo 6. Hallar la envolvente y el lugar geométrico de los puntos sin- 
gulares de la familia: 


093 (=—0)=0. чо) 


Solución. Derivando respecto а С ambos miembros de la ecuación (10), 
encontramos: 


—2(0—0)+ $ 3—0) =0 


y—C—(—CA=0. (11) 


Eliminemos ahora el parámetro С de las ecuaciones (10) y (11). Poniendo 
la expresión 
y—=C=(=—C) 


en la ecuación (10), obtenemos: 


OL (00, 


(=—C) [6-03] =0, 


de donde obtenemos dos valores posibles de C a los que corresponden dos 
soluciones del problema. 


Primera solución: Segunda solución: 

p tel; 
por eso, de la ecuación (11) pot eso, de la ecuación (11) 
encontramos: encontramos: 

272 
pod v-t- [e-t], 
ó ó 
=z е: 
y =r- 


Hemos obtenido dos rectas: y=x e v=z—Ż. La primera de ellas es 


el lugar geométrico de los puntos singulares, la segunda es envolvente 
(fig. 256). 


Observación 2. Hemos demostrado en el $ 7, cap. VI, que las 
normales a una curva son las tangentes a la evoluta de esta curva. 
Por consiguiente, la familia de las normales a una curva dada es 
al mismo tiempo la familia de las tangentes a su evoluta. Así, la 
evoluta de una curva es la envolvente de la familia de las 
normales a esta curva (fig. 257). 
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Fig. 256 Fig. 257 


La observación dada permite utilizar un métoco más para hallar 
la evoluta: para obtener la ecuación de la evolut:: es preciso hallar 
al principio la familia de todas las normales a la curva dada y des- 
pués encontrar la envolvente de esta familia. 


$ 12, SOLUCIONES SINGULARES 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 


Supongamos que la ecuación diferencial 


de Y 4) о W 


tenga Ja integral general 
Ф (z, y, C)=0. (2) 

Supongamos también que la familia de las curvas integrales, 
correspondiente a la ecuación (2), tiene una envolvente. Demostre- 
mos que esta envolvente es también una curva integral de la ecuación 
diferencial (1). + 

En efecto, la envolvente toca en cada uno de sus puntos a cierta 
curva de la familia, es decir, la envolvente tiene en este punto una 
tangente común con la curva. Por consiguiente, en cada punto 
común la envolvente y la curva de la familia tienen valores iguales 
de las magnitudes т, y, y’. 

Pero, para la curva de la familia las magnitudes z, y, у satis- 
facen la ecuación (t). Por tanto, la abscisa, la ordenada y el coefi- 
ciente angular de cada punto de la envolvente satisfacen también 
la misma ecuación lo que significa que la envolvente es una curva 
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integral y que su ecuación es una solución de la ecuación diferencial 
dada. Pero, como la envolvente no es en general una curva de la 
familia, su ecuación no se puede deducir de la integral general (2), 
cualquiera que sea el valor particular de С. La solución de la ecua- 
ción diferencial que no se obtiene de la integral general cualquiera 
que sea el valor de С, y que tiene como gráfica la envolvente de la 
familia de curvas integrales que entran en la solución general, se 
llama solución singular de la ecuación diferencial. 

Suponemos conocida la integral general 

Ф (z, y, C)=0; 
eliminando С de esta ecuación y de la ecuación Ф (z, y, C)=0 
obtenemos la ecuación y (т, y) = 0. Si esta función satisface la 
ecuación diferencial (y no pertenece a la familia (2)), entonces es 
la integral singular. 

Notemos que por todo punto de la curva que represente la solu- 
ción singular pasan por lo menos dos curvas integrales, es decir, 
la unicidad de la solución se perturba en cada punto de una 
solución singular. 

Ejemplo. Hallar la solución singular de la ecuación 


”(И1-+у'%)= R3. () 


Solución. Hallemos su integral general. Resolvamos la ecuación 
respecto a y”: 


De aquí, integrando, encontramos la integral general: 
(=—С)2-у2 = №, 


Es fácil ver que la familia de curvas integrales ез la de circunferencias de 
radio R, con centros en el eje de las abscisas. La envolvente de esta familia 
de curvas está dada por las dos rectas y = + R. 

Las funciones у = + И satisfacen la ecuación diferencial (*), de donde 
se deduce que es la integral singular. 


$ 13; ЕССАСІОМ DE CLAIRAUT 


Examinemos la ecuación 


v=% + (2). 0 


llamada de Clairaut. 
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Esta se integra introduciendo un parámetro auxiliar. Hagamos 
dy 


== р, entonces la ecuación (1) toma la forma: 


de 
у= 2р + Ф (p). (1) 
Derivemos todos los términos de la última ecuación respecto 
и dy Я 
а =, teniendo en cuenta que P= ту °з una función де 2: 


а А 
= рр) 


ó 

ууй 

(29 019—0. 
Igualando a сего cada factor, obtenemos: 

4р _ 

== (2) 
y r 

z+ W (р) = 0. (3) 


1) La integración de la igualdad (2) da р = С (С = const.). 
Poniendo este valor de p en la ecuación (1”) encontramos su integral 


general: 
у= 2С + Ф (С), (4) 
que, desde el punto de vista geométrico, representa una familia 
de rectas. 
2) De la ecuación (3) encontremos р como función de z, y pon- 
gámoslo en la ecuación (1”), entonces obtenemos la función: 

y = ap (2) + ір (a), an) 
la cual es una solución de la ecuación (1), lo que es muy fácil demos- 
trar. 

En efecto, en virtud de la igualdad (3) tenemos: 


d PPRT.) 
EP +129 E=. 

Por eso, introduciendo la función (1”) en la ecuación (1), obtene- 

mos la identidad: 
zp + Ф (р) = zp + y (p). 

La solución (1”) no se puede obtener a partir de la integral gene- 
ral (4), cualquiera que sea el valor de С. Es una solución singular 
y se obtiene eliminando el parámetro p de las ecuaciones 

y=2p +v(), | 
ж==зў(р)=0, 
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o, lo que es igual, eliminando C de las ecuaciones 
y = aC + Ф (C), 
z+yc(0)=0. 


Por consiguiente, la solución singular de la ecuación de Clairaut 
determina una envolvente de la familia de rectas, dadas por la 
integral general (4). 


9 


Ejemplo: Hallar las integrales general у 
de la ecuación 


singular 


Solución, Sustituyendo 27. por С obtene- 
mos la integral general: 


ас 
VIO Fig. 258 


v=20+ 


Para obtener la solución singular derivamos la última ecuación 
respecto a C: 
a 


uoa 


La solución stajali (ecuación de la envolvente) se obtiene en la forma 
paramétrica (donde С es el parámetro): 


z+ 


ETN 
аСз 
y . 
VETOA 
Eliminando el parámetro C podemos obtener la dependencia directa entre 
z o y. Elevando ambos miembros de cada ecuación a la potenica 2. , y sumando 
miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, hallamos la solución singular 


en la forma siguiente: 
а» yla, 


Es una astroide. Sin embargo, como envolvente de la familia de rectas 
(y, рог tanto, como solución singular) se presenta no toda la astroide, sino 
sólo su mitad izquierda (puesto que de las ecuaciones paramétricas de la envol- 
vente se deduce que z < 0) (fig. 258). 
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$ 14. ECUACION DE LAGRANGE 
La ecuación de la forma 
у= 29 (у) + Y (4), (1) 
donde Фф у їр son funciones conocidas de а, se llama ecuación de 
Lagrange. Esta ecuación es lineal respecto а y y =. La ecuación de 
Clairaut, examinada en el párrafo anterior, es un caso particular 
de la ecuación de Lagrange, cuando Ф (y”) = y”. Lo mismo que еп 


el caso de la ecuación de Clairaut, Ја ecuación de Lagrange se integra 
introduciendo un parámetro auxiliar p. 


Hagamos: 
Y =p; 
entonces, Ja ecuación original toma la forma: 
у = 29 (р) + Ф (р). (15 


Derívando respecto a z, obtenemos: 


= o(p) + (хФ' (P) + (ЮР, 


p-o) = (+V (0) 42. a 


De esta ecuación se puede deducir inmediatamente ciertas solu- 
ciones, a saber: la ecuación se transforma en una identidad para 
todo valor constante p = po, que satisfaga la condición: 


Po — Ф (Po) = 0. 
En efecto, siendo p constante, la derivada g 


O y ambos 
miembros de la ecuación (1”) se anulan. La solución que corres- 
dy 


ponde a cada valor de p= ру, es decir, de = Po es una función 


lineal de z (puesto que la derivada Y es constante sólo para las 


funciones lineales). Para hallar esta función es suficiente susti- 
tuir en la ecuación (1') el valor p= ро: 


y =z0p(Po) + Ф (Ро). 


Si esta solución no se deduce de la solución general, cualquiera 
que sea el valor de la constante arbitraria, será, por tanto, una solu- 
ción singular. 
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Encontremos, ahora, la solución general. Para esto escribamos 
la ecuación (1”) en la forma: 
de, Фр) 


dp р—ф(р p—o(p) 
considerando z como función de p. La ecuación obtenida es entonces 
una ecuación diferencial lineal respecto a la función z de p. 
Resolviéndoła, encontramos: 
z= o (p, С). (2) 
Eliminando el parámetro р de'las ecuaciones (1°) y (2), obtenemos 
la integral general de la ecuación (1) en la siguiente forma: 


® (z, y, C) = 0. 
Ejemplo. Sea la ecuación 
у= ay? у%. (1) 
Haciendo у' = p, tenemos: 
у = 2р? + po (1) 
Derivando respecto a z, obtenemos: 
Pee. an 


Hallemos las soluciones singulares. Puesto que р = р?, cuando ро = 0 
y Т en calidad de soluciones se presentan las блаа lineales [véa- 
se J 


y = 2-02 + 0%, es decir, y = 


y=z2+1 
Después de encontrar la integral general, veamos, si estas funciones son 
las soluciones particulares о singulares. Para hallar la integral general escri- 
bamos la ecuación (1°) en la forma: 


considerando z como función de la variablo independiente p. Integrando la 
ecuación lineal (respecto a z) hallamos. 
Me 1) 
PM" | 
Eliminando р de las ecuaciones (1”) y (11), obtenemos la integral general: 


y=(C4+VZFD2 
La integral singular de la ecuación original será: 
y=0, 
puesto que esta solución no se deduce de la solución general cualquiera que 
sea el valor de С. 
Sin embargo, la función у = z+ 1 по ез una solución singular, sino 
particular, y se deduce de la solución general, poniendo С = 0. 


-1+ 
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$ 15, TRAYECTORIAS ORTOGONALES E ISOGONALES 


Sea una familia de curvas monoparamétrica 
® (z, y, 0) = 0. (0 


Las líneas que cortan todas las curvas de la familia dada (1) 
bajo un ángulo constante se llaman trayectorias isogonales. Si este 
ángulo es recto, las trayectorias se llaman ortogonales. 

Trayectorias ortogonales. Hallemos la ecuación de las trayecto- 
rias ortogonales. Escribamos la ecuación diferencial de la familia 
dada de curvas, eliminando C de las ecuaciones: 


Ф (z, y, С) = 0 


әр рф 


дт ' ду ат 


0. 


dy _ А 

Sea F (z, Y q) =0 (1) 
una ecuación diferencial. 

Aquí y es un coeficiente angular de la tangente a una curva 


de 
de la familia en el punto M (z, y). Puesto que la trayectoria orto- 


gonal, que pasa por el punto M (z, y), es perpendicular a la curva 
dyr 


correspondiente de la familia, entonces el coeficiente angular de 


de la tangente a esta curva está ligado con A por la correlación 
(fig. 259) 


(2) 


RIS 


$ 
dur 

de 
Introduciendo esta expresión en la ecuación (1”) y omitiendo el 
índice 7, obtenemos una relación entre las coordenadas de un punto 


arbitrario (т, y) y el coeficiente angular de la trayectoria ortogonal 
en este punto, es decir, la ecuación diferencial de las trayectorias 


ortogonales: 
1 
де у, — а) =0. (3) 
аг 
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La integral general de esta ecuación 
Ф, (2, y, C)=0 


da la familia de trayectorias ortogonales. 

Las trayectorias ortogonales se encuentran, por ejemplo, cuando 
estudiamos una corriente plana de un líquido. 

Supongamos que la corriente de un líquido en un plano sea tal 
que еп cada punto del plano Ory esté determinado el vector 
v (т, y) de la velocidad del movimiento. Si este vector depende 


Y 


Fig. 259 Fig. 260 


sólo de la posición del punto en el plano y no depende del tiempo, 
entonces este movimiento se llama estacionario, o establecido. 
Examinemos, precisamente, un movimiento semejante. Admitamos, 
además, que existe un potencial de velocidades, es decir, una fun- 
ción u (z, y) tal que las proyecciones del vector v (z, y) sobre los 
ejes de coordenadas и, (=, y) yvy (т, у), sean sus derivadas parcia- 
les respecto a теу: 


du ди 
22—98 Оў "е (4) 
Las curvas de la familia 
u (z, y) = С (5) 
se llaman equipotenciales (es decir, líneas de igual potencial). ` 
Las curvas cuyas tangentes en cada punto coinciden en dirección 
con el vector v (z, y), se llaman líneas de corriente y representan 
las trayectorias de los puntos móviles. 
Demostremos que las líneas de corriente son trayectorias ortogo- 
nales de la familia de líneas equipotenciales (fig. 260). 
4—538 
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Sea ф el ángulo formado por el vector de velocidad v con el eje 
Ох. En virtud de la correlación. (4) tenemos: 


ôu (z, y) MY 
дт = 1910; ду =| 


de aquí hallamos el coeficiente angular de la tangente a la línea 
de corriente 


v |sen q; 


Qu(z, y) 
ду 
шф=-———_—. б) 
ди (2, y) ( 
дт 
Derivando la relación (5) respecto а z, obtenemos el coeficiente 
angular de la tangente a la línes equipotencial: 


du, диду _ 
qa 
de donde: 
ди 
dy дх 
aa (7) 
ду 


Por consiguiente, el coeficiente angular de la tangente a la línea 
equipotencial es inverso, en magnitud y signo, al coeficiente angular 
de la tangente a la línea de corriente, de donde se deduce que las 
líneas equipotenciales y las de corriente son mutuamente ortogo- 
nales. 

Si se trata de un campo eléctrico o magnético, las trayectorias 
ortogonales de la familia de líneas equipotenciales son las líneas de 
fuerza del campo correspondiente. 


Ejemplo 1. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 


у = Са. 
Solución. Escribamos la ecuación Г ынаан de la familia: 
y = 2С=. 
Eliminando С, obtenemos; 
y _2 
yo 


Sustituyendo y! por——2-, obtenemos la ecuación diferencial de la 
familia de trayectorias ortogonales: 
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ы 
тах 
va=—=5 
Su integral general es: 
di 
HA 


Por consiguiente, las trayectorias ortogonales de la familia dada de pará- 
bolas forma una familia de elipses con semiejes а = 2C, y Б = C VZ (fig. 261). 


Fig. 261 


Trayectorias isogonales. Supongamos que las trayectorias corten 
las curvas de una familia dada bajo el ángulo а, siendo tg a = k. 
El coeficiente angular Lp (fig. 262) de la tangente a la 


curva de la familia, y el coeficiente angular Mery de la 


tangente a la trayectoria isogonal están ligados mediante la correlación: 


tgy— tga 


tep=tg (y – а) = > 
29= tg (p—a) REPETE 


4e 
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es decir, 
dyr _ 
dz 


ES (2) 
dyr 

EA 
ET 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (1°) y quitando el 
índice Т, obtenemos la ecuación diferencial de las trayectorias 


isogonales. 
y 


Fig. 262 


Ejemplo 2. Hallar las trayectorias isogonales de la familia de rectas: 
у= С2, (8) 
que cortan las líneas de la familia dada bajo el ángulo a, siendo tga = k. 
Solución. Escribamos la ecuación diferencial de la familia de rectas. 
Dorivando la ecuación (8) respecto a z, hallemos: 
dy 


== =С. 


de 

Por otra parte, de la misma ecuación se deduce: 
C=} 
z. 


Por consiguiente, la ecuación diferencial de la familia dada tiene la 
forma: 


de. Y 
ағ =` 


Utilizando la relación (2) obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales: 


De donde, quitando el índice 7, encontramos: 


y 
a КЕ 


dz 


12 
z 


Ecuaciones diferenciales de ordenes superiores _ 53 


Integrando esta ecuación homogénea obtenemos la integral general; 
In YA FA arctg L4 nC, (9) 


que determina la familia de las trayectorias isogonales. Para aclarar 
cuáles son las curvas de esta familia, pasemos a coordenadas polares: 


L=89 VIFA=p. 


Fig. 268 


Introduciendo estas expresiones en la igualdad (9), obtenemos: 


mp=9+InC 


СЗ 
р= Сек. 


Por consiguiente, la familia de las trayectorias isogonales está compuesta 
por espirales logarítmicas (fig. 263). 


$ 16. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE ORDENES SUPERIORES (GENERALIDADES) 


Como hemos indicado más arriba (véase $ 2), se puede escribir 
simbólicamente una ecuación diferencial de n-ésimo orden en la forma: 


Fraud YO 07) 0, (1) 
o, si se puede resolverla respecto a la n-ésima derivada, 
PWI E e КЕТ (1) 
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En el capitulo presente estudiamos sólo las ecuaciones de órdenes 
superiores, que se resuelven respecto a la derivada del orden más 
alto. Para estas ecuaciones tiene lugar el teorema de existencia 
y unicidad de la solución, análogo al teorema correspondiente sobre 
la solución de las ecuaciones de primer orden. 

Teorema. Si en la ecuación 


Pi V, ea И?) 
la función f(x, Y, у. ... y"-9) y sus derivadas parciales respecto 
а los argumentos Y, у',. y"—1) son continuas en un cierto dominio 
que contiene los valores х= хо, у = Yo, у = уу... YD = 


= yfi—0), existe solamente la solución única y = y (т) de la ecuación 
que satisface las condiciones: 


Ух=хе == Yor 
ехо == Yo (0) 
иса, 


Estas condiciones se llaman iniciales. En la presente obra no se 
demuestra este teorema. 

Si analizamos una ecuación de segundo orden у" = f (z, у, Y), 
las condiciones iniciales de la solución рага т = хо serán: 

у=» у= 

donde ду, Yo, Y, son números dados. El significado geométrico 
de estas condiciones es el siguiente: por el punto dado de un plano 
(хо, Yo) раза una sola curva cuya tangente del ángulo de 
inclinación de la línea tangente es у,. De aquí se deduce, además, 
que si damos diferentes valores a y,, conservando constantes Zo е yo, 
obtenemos una infinidad de curvas integrales con diferentes ángulos 
de inclinación que pasan por el punto dado. 


Introduzcamos, ahora, la noción de solución general de una 
ecuación de n-ésimo orden. 


Definición. Se llama solución general de una ecuación diferencial 
de n-ésimo orden una función 


у= Ф (z, Cs, Cos ~. a Cr), 


que depende de n constantes arbitrarias Сү, Ca, ..., С, de tal 
modo que: 

a) satisfaga la ecuación cualesquiera que sean los valores de las 
constantes Ci, Cz, ... Cni 
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b) para las condiciones iniciales dadas: 


Ух» = уь. 
К» = Yo 
a? 


se puede elegir las constantes Сү, C2..., Cn así que la función у= 
= Фф (х, Сү, Cz, ..., Cn) satisfaga estas condiciones (suponiendo 
que los valores iniciales Zo, Yo, у, - . -» y pertenezcan al 
dominio de existencia de la solución). 

Una correlación de la forma Ф (z, у, Ci, Ca, ..., Cn) = 0, 
que define la solución general de manera implícita se Шата integral 
general de la ecuación diferencial. 

Toda función que se obtiene de la solución general para valores 
concretos de las constantes Сү, Cz, ..., Cn, se llama solución 
particular, La gráfica de una solución particular se llama curva 
integral de la ecuación diferencial dada. 

Resolver (integrar) una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
significa: 

1) hallar su solución general (si no se han dado las condiciones 
iniciales), o: 

2) hallar tal solución particular de la ecuación que satisfaga 
las condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 

En los párrafos siguientes veremos los métodos de resolver 
distintas ecuaciones de n-ésimo orden. 


$ 17. ECUACION DE LA FORMA yl” =f (x) 
La ecuación de la forma 
y=), a) 


es la más simple de n-ésimo orden. 

Hallemos su integral general. 

Integrando ambos miembros de la ecuación respecto a z, y toman- 
do en consideración que y” := (y"-9), obtenemos: 


Yo =j iod, 


donde zg es un valor arbitrario de z, y Cy es una constante de inte- 
gración. 
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Integrando una vez más tenemos: 
з= і б $ (2) de) dz + С, (z — zo) + Co. 
Procediendo de esta mantra, obtendremos por fin, después de n 


integraciones, la expresión de la integral general: 
noz 


Cilea 
ВЕЕ A + 
(2)? 
+С. @—2 +...Сб„ 


Para hallar la solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: 
Ше з 5 A 


Ухх = 
es suficiente hacer: 


С„= Сал. С, 
Ejemplo 1. Hallar la integral general de la ecuación 
y” = sen (kz) 


y la solución particular que satisfaga las condiciones iniciales: 


0—0. 0—1. 
Solución: 


z 
и) son hdr E, 
0 


y= -Í (=) 4+ | Crdz+C2 


у= E EFO ptis 


Esta es la integral general. Para hallar la solución particular que satis- 
face las condiciones | iniciales dadas es suficiente determinar los valores co- 
rrespondientes de С, y Cz. 

De la condición yso = 0 hallamos Gs =0. 


De la condición yx=0 = 1 hallamos C, = 1. 
Así, la solución particular buscada cho 18 forma: 


+2 ($+). 


__ Senkz 
E 
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Ecuaciones diferenciales de este género se encuentran en la teoría de la 
flexión de vigas. 


Eiemplo 2. Examinemos una viga prismática elástica sometida a la fle- 
xión por acción de fuerzas externas, tanto repartidas continuamente (peso, 
carga) como, concentradas. Dirijamos el eje Oz horizontalmente, a үкен 
a б de la viga todavía no deformada y el eje Oy verticalmente hacia abajo 

ig. Б 

Toda fuerza aplicada a la viga (por ejemplo, la carga, reacción de los 
apoyos) tiene un momento respecto a cualquier sección transversal de la 
viga; este momento es igual al producto de la fuerza, por la distancia entre 
la sección dada y el punto de aplicación de la fuerza. La suma M (т) de los 
momentos de todas las fuerzas aplicadas por un mismo lado de la sección de 


Fig. 264 


abscisa z, se llama momento de flexión de la viga respecto a la sección dada. 
En el curso de «Resistencia de materiales» se demuestra que el momento do 
flexión de una viga es igual a: 22, donde, E es el módulo de elasticidad, quo 
depende de material; J es el momento de inercia del área de la sección trans- 
versal de la viga respecto al eje horizontal que or el centro de gravedad 
de esta sección; Л es el radio de curvatura del eje de la viga encorvada, que 
so expresa mediante la fórmula ($ 6, cap. VI): 


rn 


Así, la ecuación diferencial del eje de la viga encorvada tieno la forma: 
^ M (2) 
ү игин =] ` (2) 
(146079)? ЕЈ a 
Si admitimos que las doformaciones son pequeñas y los ángulos entre las tan- 
entes al eje de la viga encorvada у el eje От son bastante pequeños, podemos 
lespreciar la magnitud y'* que es el cuadrado de y”, y considerar: 
1 


R=. 
La ecuación diferencial de la viga encorvada tomará entonces la forma: 
M (z) К 
и 9, e) 


que es una ecuación de la forma (1). 


Ejemplo 3. Una viga está encastrada por su extremo O y sometida a la 
acción de una fuerza vertical concentrada P, aplicada al extremo libre £, a 
una distancia 1 del punto de fijación (fig. 264). Despreciemos el peso de 
la viga. Ш 
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Examinemos la sección en el punto N (z). El momento de flexión res- 
pecto a la sección N ser 
M (2) = (1—2) P. 
La ecuación diferencial (2') tomará la forma: 


Las condiciones iniciales son: cuando z=0, la flexión y es igual a coro 
la tangente al eje de la viga encorvada coincide con el eje Oz, es 
ecir: 


Ухо ==0, 0-00. 
Integrando la ecuación encontramos: 
А 
кый DE > a), 
и -{ t-a) у (6): 
р z3 
иву (m3). 6) 
De la fórmula (3) se determina, en particular, la flexión h en el ex- 
tremo L de la vig 
ИР... A 
Vat =3EJ * 


$ 18. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN QUE SE REDUCEN A ECUACIONES 
DE PRIMER ORDEN 


1. La ecuación de la forma 
e (z а) a) 


no contiene explícitamente la función desconocida y. 


Solución. Designemos por p la derivada Y, es decir, haga- 


mos: Lp. 
Entonces, 
Фу фр 
dé а 


Introduciendo estas expresiones de las derivadas еп la ecuación (1) 
obtenemos una ecuación de primer orden 


=t, p) 
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donde p es la función desconocida de z. Al integrar esta ecuación, 
encontramos su solución general: 


р=р(т, Су), 
y, luego, de la correlación Y =p obtenemos la integral general 
de la ecuación (1): 
у= фр (т, С) dz + Ca. 


Ejemplo 4. Examinemos la ecuación diferencial de una catenaria 
(véase $ 1). 


Hagamos: 


Entonces, 


y obtenemos una ecuación diferencial de primer orden respecto a la función 
Auxiliar p de z: 


-LVT р?. 


Separando las уагјаһез, tenemos: 
dp _ dr 
VIA а 
de donde: 
In (++ VIF® = 2-С, 


1 (ет), 


p= 


Pero, como p=% esta última correlación es una ecuación diferencial 


respecto a la función desconocida y. Integrándola, obtenemos la ecuación 
de la catenaria (véase $ 1): 


у= (5%, се) +бь 


Encontremos la solución particular que satisface las siguientes condi- 
ciones iniciales: 


Yo 


72-0 
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La primera condición da C¿=0; la segunda, C,¿=0. 
finitiva tenemos: 
z 
a 
в). 
Observación. De modo análogo se puede integrar la ecuación 
т = у(х, YO), 
Poniendo у"—) =p, obtenemos una ecuación de primer orden 
para determinar p: 


“р __ 
&=1!(® p). 
Determinando p en función de z, se deduce y de la correlación 
y = р (véase $ 47). 
П. La ecuación de la forma 


a-l 2) a 


no contiene explícitamente la variable independiente x. Para resol- 
verla hagamos de nuevo: 
dy а 
22, (3) 


pero, ahora consideremos p como función de y (у no de т, como antes). 
Entonces: 


dy 


Poniendo en la ecuación (2) las expresiones Ed СА obtene- 


mos una ecuación de ке orden respecto a la función auxiliar р: 


Ф =1(0, р). (4) 
Integrándola, hallamos p en función de y y de una constante 
arbitraria C}: 
р = р (v, Ci). 
Introduciendo este valor en la correlación (3), obtenemos una 
ecuación diferencial de primer orden para la función y de z: 


Шр. С). 
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Separando variables, tenemos: 
Е ЛЕНЕТ 
py, С) 
Integrando esta ecuación, obtenemos la integral general de la 
ecuación original: 
Ф (z, y, Cs, Сз) = 0. 


Ejemplo 2. Hallar la integral general de la ecuación 
5 


3y =y %. 


Solución. Hagamos p=% considerando p como función de y. Entonces, 


w=»“2 y, por tanto, obtenemos una ecuación de primer orden para la 


función auxiliar p: 
5 
S S 
sIr”. 


Integrando esta ecuación, hallamos: 


pay? 67 реж И o 
Pero р=} por consiguiente, para determinar y obtenemos la ecua- 
ción: 


de donde: 


Para calcular la última integral hagamos la sustitución: 
Cy —1 =з, 
Entonces: 


1 
y=(943)? 


Y 


dy=3t (аф) Еа а. 
7 
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Por consiguiente, 
ау __ 1 23241) 
ый: П 


уат 


3/8 
a= (3 н) = 
238 
сі 


Ver (Сц! +2). 
En Ја forma definitiva tenemos: 
усу се 
Са рУ Сайа —1 (Су-12). 
1 
Ejemplo 3. Supongamos que un punto se mueve a Jo largo del eje Ос 
bajo la Acción de una fuerza dependiente sólo de la posición del punto. 
La ecuación diferencial del movimiento será: 


die 
mgt O) 


Sea z= 20, а рага 1=0. 


AL multiplicar ambos miembros de la ecuación por $ dt o integrando 


entre los límites de 0 a £, obtenemos: 
x 


E im ra 


ra] Ei 
à 


El primer término de la última ecuación representa la energía cinética y el 
segundo, la energía potencial del punto móvil. De la ecuación obtenida зе 
deduce que la suma de las energías cinética y 
potencial permanece constante durante todo el 
tiempo de. movimiento. 

Problema de péndulo matemático. Suponga- 
mos que un punto material de masa т se muevo 
bajo la acción de la fuerza de gravedad por una 
circunferencia L que se halla en un plano verti- 
cal. Hallemos la ecuación del movimiento del punto 
reciando las fuerzas de resistencia (frota- 
miento, resistencia del aire, ete.). 

Ubiquemos el origen de coorde en el 
punto inferior de la circunferencia, dirigiendo el 
eje Ox a lo largo de la tangente а esta circun- 
ferencia (fig. 265). 

Designemos por 1 el radio de la circunferen- 
cia y por s, la longitud del arco a partir del 
origen O hasta el punto variable M donde se 
halla la masa m; al mismo tiempo tomemos la 
longitud mencionada con el signo correspondiente 
(в > 0, si M se encuentra a la derecha del ori- 
Fig. 265 gen 0; 5 < 0, зї М se encuentra a la izquierda 
е! 0). 

El problema en consideración consiste en establecer la dependencia 
entre з y el tiempo t. 
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Descompongamos la fuerza de gravedad mg en dos componentes; tangencial 
y normal. La primera, que es igual a — mg sen q, causa el movimiento, la 
Segunda so elimina por la reacción de la curva descrita durante el movimiento 
d masa m. 
° Ам, la ecuación de movimiento tiene la forma: 


2 
Dt mgng. 


m 
de 


Puesto que para la circunferencia el ángulo +; obtenemos la ecuación: 


4з _ ғ 
a 

Es una ecuación diferencial del tipo П (por no contener explícitamente 
la variable independiente 1). 

Integrándola de la manera correspondiente tenemos: 


de ёч _4р 
а=” 90—40? 


Por consiguiente, 


dp A 
Рр = es 
o bien, 
рар= — в зеп 4 ds, 
de donde: 


p2=2gl соз +C 
Designemos mediante sy la longitud máxima del arco descrito por el 
punto, M. Cuando s=sọ, la velocidad del punto es igual а cero: 


de 
й |» Р 0. 
Esto permite determinar Су: 


0= 261 cos 2®--С\, 
do donde 

C¡=—2gl cos 2 А 
Por tanto, 

ds ү? 
"= (5) =й (оз -—оо >. 

o, aplicando a la última expresión la fórmula que determina la diferencia 
de cosenos: 


de y2_ ss. s—s 
(ж) A часы"; (5) 
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o bien *): 
а _ ETP 
rV Y sen 500. sen 2775. (6) 
Esta es una ecuación con variables separables. Separándolas, obtenemos: 


ds 


—p m Vi dt. (7) 
Y sen 1+5 зеп + 


Supongamos por ahora que s 52 sy, entonces el denominador de la frac- 
ción es distinto de cero. 81 suponemos que s=0 para t=0, de la igualdad (7) 
obtenemos; 


. 
$ —— == уй. (8) 
} Га E 
sen —— sen 21 
Esta igualdad expresa la dependencia entre 


izquierdo no se expresa mediante las funciones el 
соп s como función de t. 


Examinemos del modo aproximado el problema planteado, Supongamos 


que los ángulos -{% y 7- son pequeños. Los ángulos =p y no son 


superiores a т. Sustituyamos en la ecuacion (6) los senos de ángulos рог 
los ángulos: 


ral del miembro 
; lo mismo ocurre 


de ER 
a 2 Vay “у=” 


а Eva. (6) 


Separando las variables, obtenemos (suponiendo provisionalmente que 


s+): 
2-и Lu m 
уйа „мы 


раци otra vez que s=0 рага t=0. Integrando la última ecuacion, 


o bien, 


$ vir -yia (8) 
arco / Es, 


*) Tomamos el signo más delante de la raíz, De la observación que so da 
al final del problema se deduce que no hay necesidad de examinar èl caso cuan- 
do se toma el signo menos. 


° 
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s=sosen / $ (9) 


Observación. Al resolver el problema, hemos supuesto que s в. Sin 
embargo, por medio de la sustitución directa nos convencemos de que la fun- 
ción (9) es solución de la ecuación (0') para cualquier valor de 4 

Recordemos que la solución (9) es aproximada para la ecuación (5), puesto 
que habíamos sustituido la ecuación (6) por la ecuación aproximada 06) 

La ecuación (9) muestra que el punto М, (que se puede considerar como 


el extremo del péndulo), ofectúa oscilaciones armónicas de período T= 2л. vi 
Este período no depende, de la amplitud de la oscilación so. 


Ejemplo 4. Problema de la segunda velocidad cósmica (velocidad de 


de donde: 


t 


escape). 
Determinar la mínima velocidad con la cual debe lanzar un cuerpo 
verticalmente hacia arriba para que éste no regrese a la tierra, La resistencia 


М.т 
a” 
donde, r es la distancia entre el centro de la Tierra y el centro de gravedad 
del cuerpo lanzado; 
k es la constante de gravitación universal. 
La ecuación diferencial de movimiento de este cuerpo de masa т es: 


1=6 


М.т 
кт 
9 M 
-ki (10) 
Hemos tomado el signo menos puesto que la aceleración en el caso dado 
negativa. La ecuación diferencial (10) es una ecuación de la forma (2). Resol- 


vamos esta ecuación tomando las siguientes condiciones iniciales: 
cuando 1=0, r=R y =. 
Aquí, R es el radio de la Tierra, vọ esla velocidad de lanzamiento. 
Introduzcamos las designaciones: 
dir do dv dr du 
К К Ж e r 


donde v es la velocidad del movimiento, Sustituyendo esta expresión en la 
ecuación (10), tenemos: 


86.9 
а 


dv M 
E 
Separando las variables, resulta: 
vdo= —kM 4 š 
5536 
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Integrando esta ecuación, encontramos: 
va 1 
= ам + Cr a) 


Determinemos С; de la condición v=Łvo еп la superficie de la Tierra 
(r=R): 
% 


1 
e ds е. 


ó 
юм, 
бизи: 
Sustituyendo el valor de С; en la igualdad (11): 
pe 1 M à 
Е ec E E 
ó 


a2) 


Según la hipótesis, la velocidad del cuerpo debo ser constantemente 
positiva, por tanto: =- >0. Como la magnitud 22 so hace muy pequeña 


cuando r crece indefinidamente, la condición 2. >0 se cumple para todo r 


sólo en el caso de que: 


А 
о (43) 
ó 
w= ‚ 
donde 
k=6,66-10-8 _©Ш°_, 
grseg? 
R=63-107 сш. 


En la superficie de la Tierra, cuando г = А, la aceleración de la fuerza 
de grayedad es igual a g (551 ==) . En virtud de lo último, obtenemos 
de la igualdad (10): 


M 
TEETE 


Método gráfico de la integración 67 


ó 
gR? 
м=®—. 
Poniendo este valor de M еп la fórmula (14), tenemos: 
=V = VIB TW 11,210 22 44 9 km 
vy= Y 28H = Y 2-981-63-107 ~ 11,2-408 ж =41,2. 76 


$ 19. METODO GRAFICO DE LA INTEGRACION DE 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 


Aclaremos cuál es la interpretación geométrica de una ecuación 
diferencial de segundo orden. Sea la ecuación 


y'= Р, у у), (1) 


designemos por ф el ángulo formado por la tangente a la curva con 
la dirección positiva del eje Ог; entonces, 


dy _ 
eo (2) 


Para aclarar el significado geométrico de la segunda derivada 
recordemos la fórmula que determina el radio de curvatura de una 
curva en un punto dado*): 


Y 
RAMA 
y 


De donde tenemos: 
A у" 
pan 
Pero, 
у= 144 =1 4t p= вес р; И 097 = 


=|sec* ф| = 


Por eso: 
1 


[го]: B 


*у Hasta ahora siempre bemos considerado que el radio de curvatura es un 
número positivo. Pero, en este párrafo supongamos que el radio de curvatura 
pueda tomar valores tanto positivos como negativos: si la curva es convexa 
(у” < 0), consideremos el radio de curvatura negativo (R < 0); si la curva es 
cóncava (y” > 0), considerémoslo como positivo (R > 0). 


5* 
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Introduciendo, ahora, las expresiones obtenidas para y e y” en 
la ecuación (1), obtenemos: 


1 

-rs = f(z, y, (69), 

aloral f(z, y, tgo) 

R A: ae 
[cos*p]-F(x, y, tgo) ` 


Esto demuestra que la ecuación diferencial de segundo orden 
determina la magnitud del radio de curvatura de la curva integral, 


(4) 


Fig. 266 


si están dadas las coordenadas del punto y la dirección de la tangente 
en este punto. 

De lo anterior se deduce el método de la construcción aproximada 
de una curva integral con ayuda de una curva lisa*); la curva 
está constituida por arcos de circunferencias. 

Supongamos, por ejemplo, que es preciso hallar una solución 
de la ecuación (1), que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: 


уско = Yoi ГА = Yo 


Tracemos рог el punto Mo (х0, yo) un rayo MoTo, cuyo coefi- 
ciente angular es y = tg ф = yo (fig. 266). De la ecuación (4) 
encontramos la magnitud А = Rp. Pongamos un segmento MoCo 
igual a Ro еп la perpendicular a la dirección MoTo у tracemos 


(tomando el punto Co por centro) un arco pequeño MM, de radio 
Ro. Notemos que es preciso orientar el segmento MoCo en la direc- 


*) Es una curva que tiene en todos los puntos la tangente, cuyo ángulo 
de inclinación es una función continua de la longitud s del arco. 
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ción conveniente para que el arco de la circunferencia sea convexo. 
hacia arriba cuando Ао < 0; y sea convexo abajo cuando Ro > 0 
(véase la nota en la página 67). 

Sean zx, e у: las coordenadas del punto M, en el arco construido 
y ubicado suficientemente próximo al punto Mp, y sea tg фи, el 
coeficiente angular de la tangente М, Т; a la circunferencia trazada 
en el punto M,. De la ecuación (4) hallamos el valor de R = R, 
correspondiente al punto M,. Tracemos el segmento MC, igual 
a Ri y perpendicular a M,T¡ tomando el punto С; como centro, 


tracemos arco MM» de radio Rs. Tomemos luego en este arco un 
punto М» (22, уз), próximo a My, y continuemos nuestra construc- 
ción hasta obtener un tramo suficientemente grande de la curva, 
formado por los arcos de circunferencias, De lo anteriormente dicho 
se deduce que esta curva es aproximadamente una línea integral 
que pasa por el punto Mo. Es evidente que la curva construida tanto 
más se aproximará a la curva integral cuanto menores serán los 


arcos MM, М.Ма, ... 


$ 20. ECUACIONES LINEALES HOMOGENE 
DEFINICIONES Y PROPIEDADES GENERALI 


Definición 1. Una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
llama lineal si es de primer orden respecto a la función descunoc 
y y sus derivadas у, ..., y "=P, у"), es decir, si esta ecuación 
tiene la forma 


ау" 4 ау... AA 


donde ау, а, аз, . . ., а у f (2) son funciones dadas de z о 
stantes; además. ау + 0 рага todos los valores de z, en el dominio 
de definición de la ecuación (1). En adelante supongamos que la 
funciones do, а, .. ., а, y f (2) son continuas рага todos los valo- 
res de т y que el coeficiente ао —1 (si apes distinto de la unidad, es 
suficiente dividir por él todos los términos de la ecuación). La fun- 
ción f (z), se llama segundo miembro de la ecuación. 

Si f (z) = 0, la ecuación se llama lineal no homogénea, o ecua- 
ción con segundo miembro. Si f (z) = 0, la ecuación tiene la forma: 


И аут... ау 0 (2) 


y se llama lineal homogénea, o ecuación sin segundo miembro (el 
primer miembro de esta ecuación es una función homogénea de 
primer orden respecto a y, Y, у", ..., y”). 

Definamos algunas propiedades fundamentales de las ecuaciones 
lineales homogéneas, limitándonos a las demostraciones de las 
ecuaciones de segundo orden. 
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Teorema 1. Si y, e y, son dos soluciones particulares de la ecuación 
lineal homogénea de segundo orden 


y + ay + азу = 0 (8) 
entonces, уу + уз es también la solución de esta ecuación. 


Demostración. Si y, e yz son las soluciones de la ecuación, en- 
tonces: 


yi + ay + ay = 0 | w 
й + ай + aya = 0. 


Poniendo en la ecuación (3) la suma yı + у y tomando en 
consideración las identidades (4), tenemos: 


(Yi + ж)” + а, (и, + Ya + aa (Ya + yo) = 


= (И + ай + ayi) + (Ya + ай + eya) = 0 + 0=0, 
es decir, y, + ya es solución de la ecuación. 


Teorema 2. Si y, es una solución de la ecuación (3), y C es una 
constante, el producto Cy, es, también, una solución de esta ecua- 
ción (3). 


Demostración. Introduciendo en la ecuación (3) la expresión 
Суу, obtenemos: 

Си)" + а, (Си) + ar (Cy) =C (Yi + айй + aay) =C-0=0; 
y el teorema queda demostrado. 

Definición 2. Dos soluciones y, e y» de la ecuación (3) se llaman 


linealmente independientes en el segmento la, bl, si su razón en éste 
último no es constante, es decir, cuando 


Y 
2 Æ const. 
Ya 


En caso contrario, las soluciones se llaman linealmente depen- 
dientes. En otras palabras, dos soluciones y, e уз se llaman lineal- 
mente dependientes en el segmento [а, b], si existe un número con- 


stante A tal que E = À, cuando а < z < b. En este caso yy = Луз. 
2 
Ejemplo 4. Sea la ecuación у” — y = 0, es fácil verificar que las funcio- 
nes ех, ех, Зех, бех son soluciones de esta ecuación. Las funciones ех уе 
son linealmente independientes en todo segmento, puesto que la razon =- 
= «2% no permanece constante cuando varía z. En cambio, las funciones e* 
y 3e son linealmente dependientes, puesto que S = const. 
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Definición 3. Si y, е у» son las funciones de z, entonces el deter- 
minante 


Y 
Wi, шз) = |5: 52 
(Ys y: A 


se llama determinante de Wronski o, simplemente, Wronskiano de 
las funciones dadas. 


Yiya — Yiye 


Teorema 3. Si las funciones y, e уг son linealmente dependientes 
en el segmento la, bl, el Wronskiano en este segmento es idénticamente 
igual a cero. 

En efecto, si уг = Ayı donde А = const, entonces у; = ji» У 


Я м у 1 

We | y: и a: Y 

a PARA ll AN йй 

Teorema 4. Si el Wronskiano W (ун, уг), de las soluciones 

yı € уг de la ecuación lineal homogénea (3) no se anula еп un punto 

zx = хо del segmento la, bl, donde los coeficientes de la ecuación son 

continuos, entonces no se anula para cualquier valor de z en este seg- 

mento. 

Demostración. Puesto que у; e ya son dos soluciones de la ecua- 

ción (3), tenemos: 


+ аш + ау 0, y+ ayi + ади = 0. 
.Multiplicando los términos de la primera igualdad, рог y, y los 
términos de la segunda por у y luego sumándolas, obtenemos: 
(шй — yiya) + а буй — yiv) =0. (5) 
La diferencia encerrada entre segundo paréntesis es el Wronskia- 
по W (Y ya): 


А 


0. 


W (uv) = (ий — ЛУ). 
La diferencia encerrada entre el primer paréntesis es la derivada 
del determinante de Wronski 
W (шә), = (ий — йу) = Yaya — Vido 
Por consiguiente, la igualdad (5) asume la forma: 
W+aW=0 (6) 
Hallemos la solución de la última ecuación que satisfaga la 
condición inicial: 
„=й. 
Hallemos al principio la solución general de la ecuación (6), 
suponiendo que W + 0. 
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Separando variables, en la ecuación (6), tenemos: 


Integrando, hallamos: 


а= аа + InC 


6 
x 
In и =- \ а dz, 
xo 
de donde: 
= 
Y о, dx 
= Се * Я (7) 


Notemos que зе podría escribir la función (7), de modo que esta 
función satisfaga la ecuación (6). Es fácil cerciorarse de esto mediante 
sustitución directa de esta función en la ecuación (6). La suposición 
W 0 no es necesaria. 

La fórmula (7) se llama fórmula de Litsville. 

Determinemos С de modo que se satisfaga la condición inicial. 
Poniendo z= zp en el primer y segundo miembros de la ecuación (7), 
obtenemos: 

W = С. 
Por tanto, la solución que satisfaga las condiciones iniciales 
toma la forma: 
х 
ўач 
W= We (7) 

Según la hipótesis, Wọ + 0. Pues, de la ecuación (7') se deduce 
que W 0, cualquiera que sea el valor de z, puesto que la función 
exponencial no se reduce a cero para todos los valores finitos de la 
variable. El teorema queda demostrado. 


Observacion 1. Si el Wronskiano es nulo para cierto valor 
de т = ту, este determinante también es igual a cero para cualquier 
valor de z en el segmento considerado. 

Esto se deduce directamente de la fórmula (7): si W = 0 para 
ж = zo, entonces: 

(W)x==, =C = 0; 
por consiguiente, W = 0, cualquiera que sea el valor del límite 
superior de z en la fórmula (7). 
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Teorema 5. Si las soluciones y, e ya de la ecuación (3) son lineal- 
mente independientes en el segmento .[a, b], el Wronskiano W 
formado para estas soluciones no se reduce a cero en ningún punto 
del segmento indicado. 

Indiquemos sólo la idea de demostración de este teorema, sin 
darla en forma completa. 

Supongamos que W = 0 en cierto punto del segmento entonces, 
en virtud del teorema 3, el Wronskiano será nulo en todos los puntos 
del segmento la, b]: 


ó 


w=0 
иу — yin =l. 


Examinemos al principio los intervalos dentro del segmento 
la, bl donde y, +0. Entonces, 


—йи_ o 


©- 


Por tanto, la razón A es constante en cada uno de los intervalos 
1 


mencionados: 


Utilizando el teorema de existencia y unicidad, se puede mostrar 
que yz = Ày; para todos los puntos del segmento la, 5], incluyendo 
los puntos donde y, = 0, lo que es imposible, puesto que, según 
la hipótesis y, e у; son linealmente independientes. Рог consiguien- 
te, el Wronskiano no se anula en ningún punto del segmento la, b). 


Teorema 6. Si y, e y, son dos soluciones linealmente independientes 
de la ecuación (3), entonces 


y = Син + Coya, (8) 
donde C, y Сз son las constantes arbitrarias. Esta es la solución general 
de la ecuación (3). 


Demostración. De los teoremas 1 y 2 se deduce que la función 
Сун + Coya 


es la solución de la ecuación (3) cualesquiera que sean las constan- 
tes С, у Ca. 


74 Ecuaciones diferenciales 


Demostremos, ahora, que cualesquiera que sean las condiciones 
iniciales Yx=xp = уо, Yx=x0 = „ es posible elegir los valores de 
las constantes arbitrarias С; у С: de modo tal que la solución par- 
ticular correspondiente Суз + Суу» satisfaga las condiciones ini- 
ciales dadas. 

Poniendo las condiciones iniciales en la igualdad (8), tenemos: 


Yo = Суй» + Сэй, | o 
Yo =CiYio + Сай», 
donde se pone: 


Wiser = но (Из) со = Yao (И)х=х, == Yio; (Изо = Yoo 
Del sistema (9) se puede definir C, у Сз, puesto que el determi- 
nante de este sistema 


Ую Уго 
Yio Y2o 
es el Wronskiano cuando z = zo, у, рог tanto, по ез igual а сего 
(en virtud de la independencia lineal de las soluciones y, е уз). La 
solución particular que se deduce de la familia (8), para los valores 
hallados de С‹ y Сз, satisface las condiciones iniciales dadas. De 
este modo el teorema queda demostrado. 


| = шй» — юйю 


Ejemplo 2. La ecuación 


ҮЧЕ E 
is 


cuyos coeficientes a= y а 2 son continuos en todo el segmento, 


que no contiene el punto z=0, admite las soluciones particulares: 


1 
nas = 


(lo que se verifica fácilmente, sustituyéndolas en la ecuación). Por tanto, 
su solución general tiene la forma: 


1 
иса CL. 


Observación 2. No existen métodos generales que permitan 
hallar en forma finita la solución general de una ecuación diferen- 
cial lineal con coeficientes variables. Sin embargo, para las ecuacio- 
nes con coeficientes constantes tal método existe y será expues- 
to en el párrafo siguiente. En cuanto a las ecuaciones con coeficientes 
variables, en el capítulo XVI «Series» indicaremos algunos procedi- 
mientos para encontrar las soluciones aproximadas que satisfagan 
las condiciones iniciales. 
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Por ahora demostremos un teorema que permite hallar la solu- 
ción general de una ecuación diferencial de segundo orden con coefi- 
cientes variables, si se conoce una de sus soluciones particulares. 
Este teorema puede ser útil en muchos casos, siempre y cuando se 
logre encontrar directamente o adivinar, por cualquier método, 
una solución particular. 


Teopema 7. Si se conoce una solución particular de una ecuación 
lineal homogénea de segundo orden, la búsqueda de la solución general 
se reduce a la integración de funciones. 


Demostración. Sea y, una solución particular conocida de la 

ecuación 
у + ay + ау = 0. 

Hallemos otra solución particular de la ecuación dada de modo 
que у; е yz sean linealmente independientes. Entonces, la solución 
general se expresará mediante la fórmula y = Ciy1 + Coya, donde 
С, y Cz son constantes arbitrarias. En virtud de la fórmula (7) 
(véase la demostración del teorema 4) sa puede escribir: 


ыа 
бима 16 


Así, para determinar y, tenemos una ecuación lineal de primer 
orden. Integrémosla de la manera siguiente. Dividamos todos los 
términos por у: 


Ши A o hed 


vi ГД 
ó 
з (и) tor, 
dz \ y Yi 


de donde: 


ЕД 


Puesto que buscamos una solución particular, poniendo C3 
С = 1, obtenemos: 


ds 

е 

n=n |= a. (10) 
Y 
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Es evidente, que y, е yz son soluciones linealmente independien- 
tes, puesto que Pz const. 


П 
De tal modo, la solución general de la ecuación original tiene 
la forma: 
~ $ a, dx 


=en + em | 2—4 a) 


Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación: 
(1—3?) y —2 zy' +2y = 


Solución. Directamente se verifica que esta ecuación tiene una solución 
particular y, =z. Hallemos la segunda solución particular ya tal que у, 
e yz sean linealmente independientes. 


2e 


Notemos que en nuestro caso ap=-— y, en virtud de la fórmula (10) 


obtenemos: 


e 4 AA, de 
PIN E E PE 


| 1 1 1 ЕТТЕ 
==) tarta ) [+3 m||] К 
Por tanto, la solución general tiene la forma; 


УСС. (= z|- 1). 


§ 21. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Sea la ecuación lineal homogénea de segundo orden 
y” + py + 4у = 0, (0) 
donde, р у q son números constantes reales. Según hemos demostrado, 
para hallar la integral general de esta ecuación es suficiente епсоп- 
trar dos soluciones particulares linealmente independientes. 
Busquemos las soluciones particulares en la forma 


у= е“, donde k=const; (2) 


entonces, 
у= Ке у = е, 
Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en 
la ecuación (1), hallamos: 


(+ pk+q)=0. 
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Como e** + 0, resulta que 
№ + pk +q = 0. (3) 
Por consiguiente, si k satisface a la ecuación (3), e** será solu- 


ción de la ecuación (1). La (3) se llama ecuación característica respecto 
a la ecuación (1). 


La ecuación característica es una ecuación de segundo orden 
que tiene dos raíces, las cuales designamos рог k, y kz. Entonces 


2 E) 
racb YE ae heta VE 


Son posibles los casos siguientes: 
І. Кү y kz son números reales y distintos (k, + kə); 

П. kı y kz son números complejos; 

ПІ. k, y Аз son números reales iguales (k; = ko). 

Examinemos cada caso por separado: 

1. Las raíces de la ecuación característica son reales y distintas: 

kı + kz. En este caso las soluciones particulares serán las funciones 
n="; реч", 

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que 
и e 
n e 

Por tanto, la integral general tiene la forma 


у= Сеч + Сеч", 
Ejemplo 4. Sea la ecuación 
v + y – 2у = 0. 
La ecuación característica tiene la form: 
K+k=2=0, 
Hallemos las raíces de la ecuación característica: 


1 V a 
км2 ж т+2: 


La integral general es 
y = Сех + Caen, 
II. Las raíces de la ecuación característica son complejas. Puesto 


que las raíces complejas son conjugadas en pares, introduzcamos 
las designaciones: + 


үн 


= сопзі. 


ki=1, k= 


kı = а + if; kz 


a— ip, 
donde: 


a 
2 
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Las soluciones particulares se pueden escribir en la forma: 
= 66189; уо = 6° o) 
Estas son funciones complejas de un argumento real que satisfa- 
cen la ecuación diferencial (1) (véase $ 4, cap. УП). 
Es evidente, que si alguna función compleja del argumento real 
y = u (2) + iv (2) (5) 
satisface la ecuación (1), a esta ecuación satisfacen también las 
funciones u (2) y v (2). 
En efecto, introduciendo la expresión (5) en la ecuación (1) 
tenemos: 


в lu (2) + iv (91 + р lu (a) + iv (2) + lu (2) + iv (2) = 0 
(и" + ри + qu) + i (v" + pu" + qu) = 0. 
Pero una función compleja es nula solamente en el caso en que 
las partes real e imaginaria son iguales a cero, es decir, 
и" + pu' + qu=0, 
v 4 pv'+qu=0. 
Hemos demostrado que и (z) у v (z) son soluciones de la cua- 
ción dada. 


Escribamos las soluciones complejas (4) en la forma de una suma 
de las partes real e imaginaria: 


Yı =e**cos pa + іе®* sen Pz, 
Ya == ё°* соз fa — іе“ sen Вл. 


Según lo demostrado las funciones reales siguientes serán las 
soluciones particulares de la ecuación (1): 


у= (соз Pz, (6) 

ж ъ= е воп фа, (6) 

Las funciones y, е ya son linealmente independientes, puesto que: 

т _ е соз pr 

Ya О е зеп Ве 

Por tanto, la solución general de la ecuación (1) en el caso еп que 

las raíces de la ecuación característica son complejas, toma la forma: 
y = Ай + By, = Ae**cosfz + Ве sen Bz 


= cotg Pz 5 сопзі. 


ó 
y=e** (А соз Pz + В зеп Pz). (7) 
donde A у В зоп las constantes arbitrarias. 
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Ejemplo 2. Sea la ecuación 
y +2y'4+5y=0. 
Hallar la integral general y la solución particular que satisface las condi- 
ciones iniciales: уз.) =0, Yi=p=1 


Construir la gráfica. 
Solución: 1) Escribamos la ecuación característica: 


+ 2+5=0, 


y encontremos sus raíces: 
k=—1 +2, = 
Por tanto, la integral general es: 
у = e7% (А cos 2z + В зеп 22). 


2) НаПешоз la solución particular que satisface las condiciones ini- 
ciales dadas y determinemos los valores correspondientes de A y B. De la 


1—2. 


Fig. 267 


primera condición se deduce: 
= e70 (А cos 2.0 4- В sen 2-0), de donde: А = 0. 


Notemos que y” = е-*2В cos 2z — е-* B sen 2z. De la segunda condi- 
ción se deduce: 1 = 28, 


es decir, В=-. 
Pues, la solución particular buscada es: 


ES 


La gráfica de la solución se muestra en la figura 267, 

III. Las raíces de la ecuación característica son reales e iguales, 
es decir, ki = kz. Una de las soluciones particulares, a saber, 
yı = еї“, se obtiene en virtud de los razonamientos precedentes. 
Es preciso encontrar la segunda solución particular, linealmente 
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independiente de la primera (la función её es idénticamente igual 


a etix, por lo que no puede considerarse como segunda solución 
particular). 


Busquemos la segunda solución particular en la forma: 
ю==и (2) e", 
donde u (z) es una función desconocida a determinar. 
Derivando, encontramos: 
ya = ше" 4 ше = еи" + ku), 
и = еч" p tr kiue” du” + 2k + и). 


Sustituyendo las expresiones de las derivadas en la ecuación (1), 
obtenemos: 


ена [ш + (2k,+p)u + (ki + pk +a) ш] = 0. 


Como k, es una raíz múltiple de la ecuación característica, tene- 
mos: 


kit pki +g=0 

Además, Ку а= — 55 ó 2k = —p, 2ki+p=0. 

Por tanto, para hallar u(z), hace falta resolver la ecuación 
exu" =0 ó и” = 0. Integrando, obtenemos: u=Ax+B. En parti- 
cular, se puede poner A=1, B=0; entonces, и==х. Así, en cali- 
dad de segunda solución particular se puede tomar: 

p=". 
Esta ecuación es linealmente independiente de la primera, 


puesto que Y =r const. 


Por tanto, como integral general se puede tomar la función: 
у == Спе“ 4 Core™" = еч (С, + Сл). 
Ejemplo 3. Sea la ecuación 
y" 4 + ау =0. 


La ecuación característica es k? — ák + 4 => 0. Encontremos sus raíces 
k, = kz == 2. La integral general es: 


у= Сце Соте, 


$ 22. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE N — ESIMO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Examinemos una ecuación lineal homogénea de n-ésimo orden: 
Hay n + any. @ 
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Supongamos que а;, 42, ..., а, son las constantes. Antes de 
indicar un método de resolver la ecuación (1) introduzcamos una 
definición que será útil más adelante. 


Definición 1. Si para todos los z del segmento [a, b] se verifica 
la igualdad 


Фһ (2) = Ayu (2) + A292 (2) +... + Аһ (2), 


donde А;, Az, ..., A, son constantes, de las cuales рог lo menos 
una no es igual a сего" suele decirse que q, (х) es una combinación 
lineal de las funciones qu (2), a (2), .. ., Фә (2). 


Definición 2. п funciones Ф, (2), Q2 (2), ..., Qn=s (2), Фһ (т) 
se llaman linealmente independientes, si ninguna de ellas puede ser 
representada como combinación lineal de las otras. 


Observación 1. De estas definiciones se deduce que si las fun- 
ciones фи (2), a (z), ..., Фа (2) son linealmente dependientes, 
entonces existen las constantes Cy, Сг, ..., Ca de las cuales рог 
lo menos una no es igual a cero. Estas constantes son tales que para 
todos los z del segmento la, b] se cumple la identidad: 


Cigi (2) + Саф (2) +... + Саф (2) = 0. 


'unciones yy =eX, уз = е2, уз = 32% son linealmente dependientes, 


puesto que para С, = 1, C¿=0, Ca3=—-7 зе verifica la identidad: 
Сце Сое? 4-С 3е* = 0. 
2. Las funciones y; = 1, т, уз = 2? son linealmente independien- 


tes, puesto que no se puede anular la expresión 
Cut + Caz Сыз 
cualesquiera que sean Сү, Ca, Сз, siempre cuando no son simultáneamente 


iguales a cero. 
Eo? Las funciones 


p=; ymt, ..., yn=e 0%, ..., donde kg, ko, ..., Ёл... 


son números arbitrarios y linealmente independientes. (Demos esta afirmación 
sin demostración). 


Pasemos, ahora, a la solución de la ecuación (1). Para esta ecua- 
ción es válido el teorema siguiente, 


Teorema. Si las funciones Ys, уз, . . ., Yn son soluciones lineal- 
mente independientes de la ecuación (1), su solución general es: 


у= Су. + Coya +... + Су, 2) 
donde Ci, .. ., Cn son constantes arbitrarias. 
8-536 
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Si los coeficientes de la ecuación (1) son constantes, la solución 
general se halla del mísmo modo como en el caso de la ecuación 
de segundo orden, 

1) Formemos la ecuación característica: 


Kp ak a e 0. 
2) Hallemos las raíces de la ecuación característica: 
ks Kay... k, 


3) Según el carácter de las raíces, escribamos las soluciones 
particulares, linealmente independientes, partiendo de lo siguiente: 
i a) a toda raíz real simple Æ corresponde una solución particu- 
ar eh; 

b) a todo par de raíces complejas conjugadas К! = a + ip 
y КӘ = а — if, corresponden dos soluciones particulares: е2х cos Pz 
y еч sen Ba; 

с) a toda raíz real k de multiplicidad r corresponden r soluciones 
particulares linealmente independiente 


A r 
A gE 
d) a todo par de raíces бошр1еўав conjugadas de multiplicidad 
¿kW == a -+ 1р, КӘ = а —if, corresponden 2 p soluciones par- 
ticulares: 
ecos фт, хе°* соз Вл, а? 'е°* соз pr, 
е sen Pz, xe** son Pz, ate зеп бл. 


El número de estas soluciones particulares es igual al grado 
de la ecuación característica (es decir, al orden de la ecuación dife- 
rencial dada). Se puede demostrar que estas soluciones son lineal- 
mente independientes. 

4) Al encontrar n soluciones particulares linealmente indepen- 
dientes уц, уз, - . ., ул, formemos la solución general de la ecua- 
ción lineal dada: 


= Сиа + Coya +... + С, 
donde Cy, Cz, ..., С, son las constantes arbitrarias. 
Ejemplo 4. Hallar la solución general de la ecuación 

yV—y=0. 
Solución. Formemos la ecuación característica 
HM—1i=0, 
Hallemos las raíces de esta ecuación 
k =i, k= —A, k3=1, к= —– 4. 


La integral general es: 
у = Cie + Слет + А cosz + B sen z, 
donde Сү, Cz, A, В son constantes arbitrarias. 
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Observación 2. De lo expuesto se deduce que toda la dificultad 
para resolver una ecuación diferencial homogénea con coeficientes 
constantes consiste en la resolución de la ecuación característica 
correspondiente. 


$ 23. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 


Sea uha ecuación lineal no homogénea de segundo orden 
y" ау + азу = f (2). (1) 


La estructura de la solución general de tal ecuación (1) se deter- 
minará por el teorema siguiente: 


Teorema 1. La solución general de la ecuación no homogénea (1) 
se representa como suma de cualquier solución particular y* 


de esta ecuación y de la solución general y de la ecuación homogénea 
correspondiente 


y + ay + аш = 0. (2 
Demostración. Es preciso demostrar que la suma 
y=y+y (3) 


es la solución general de la ecuación (1). 

Demostremos primeramente que la función (3) es una solución 
de la ecucación (1). 

Sustituyendo la suma y -+ y* en la ecuación (1), en lugar de y, 
tenemos: 


Uri Ha ++ a+ y) =1(0) 


W + ay + агу) +" + ay" + аш") = f (a). @ 


Como ў es una solución de la ecuación (2), la expresión encerrada 
en el primer paréntesis es idénticamente igual a cero. Como y* es 
una solución de la ecuación (1), la expresión encerrada en el segundo 
paréntesis es igual a f (т). Por tanto, la igualdad (4) es una identidad, 
quedándose demostrada la primera parte del teorema. 

Demostremos, ahora, que la expresión (3) es la solución general 
de la ecuación (1), es decir, que se pueden elegir las constantes 
arbitrarias que la integran de modo que se satisfagan las condiciones 
iniciales: 


(5) 
в* 
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cualesquiera que sean zp, yo € y, (siempre y cuando т se toma en el 
dominio donde las funciones a,, аз y f (т) son continuas). 
Notemos que y se puede escribir en la forma: 


у= Сул + Cola, 
donde y, e y» son dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación (2); y Cs, Cz son constantes arbitrarias. La ecuación (3) 
se puede presentar en la forma: 
y = Сил + Coya + у". (3) 
En virtud de las condiciones (5), tenemos”): 


Сш + Coon + Vo = Yor 
Суў» + Coya + Yo = Yo. 
De este sistema de ecuaciones es preciso determinar С, y C3. 
Escribamos el sistema en la forma: 


Сш» + Су»== Yo — Yo, ) (в) 
Сило + Суу = Yo — Yo. 

Notemos que el determinante de este sistema es el Wronskiano de 
las funciones y, е y, en el punto z = ду. Puesto que, según la hipó- 
tesis, estas funciones son linealmente independientes, el Wronskiano 
no puede ser nulo. Por consiguiente, el sistema (6) tiene una solu- 
ción bien determinada, C, y Ca, es decir, existen los valores С, y С 
tales que la fórmula (3) determina la solución de la ecuación (1) 
que satisface las condiciones iniciales dadas. El teorema queda 
completamente demostrado. 

Se puede concluir, pues, que si se conoce la solución general ў 
de la ecuación homogénea (2), la tarea principal durante la inte- 
gración de una ecuación no homogénea (1) consiste en la búsqueda de 
una solución particular cualquiera y* de la última. 

Indiquemos un método general para hallar las soluciones parti- 
culares de una ecuación no homogénea, 

Método de variación de constantes arbitrarias, Escribamos la 
solución general de la 2cuación homogénea (2): 

y = Сил + Cayo. (7) 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogé- 
nea (1) en la forma (7), considerando С, у С como funciones de z, 
las que es preciso determinar, 

Derivemos la igualdad (7): 

Сз» + Сил + С 


son los valores numéricos de las funciones 
Lo. 


У = С, 


*) Aquí, уно, узе, Уф, Vio» V: 
Var Var Y, Yi» Ya y* cuando 
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Elijamos las funciones С, y С» de modo que se verefique la 
igualdad 


Сиһ + Coya = 0. (8) 


Tomando en consideración esta condición adicional, la primera 
derivada y” toma la forma: 


Y = Ci + Сй. 
Derivando esta expresión, hallamos y”: 
= Сай + Caya + Сил + Сыл. 
Introduciendo y, y”, y” en la ecuación (1), obtenemos: 
Ci + Сай + Сил + Сий + а, (Сай + Ciya) + 
+ аз (Сүй + Coya) = F (а) 
ó 
Ci + айй + ашу) + Calya + аай + аруз) + Ciy + Coya = f (2). 


Las expresiones encerradas entre los dos primeros paréntesis 
se reducen a cero, puesto que y; e у» son las soluciones de la ecuación 
homogénea. Por consiguiente, la última ecuación toma la forma: 


Cih Co = f (а). (9) 
Así, la función (7) es una solución de la ecuación (1), no homo- 


génea, cuando las funciones C, у С, satisfacen al sistema de ecua- 
ciones (8) y (9), es decir, si 


Си + Cay = 0, Суй + Coya = f (а). 

Como el determinante de este sistema es un Wronskiano de las 
funciones linealmente independientes y, e уг, éste no es nulo; por 
tanto, resolviendo el sistema, hallemos С, y С, como funciones 
determinadas de z: 


Су = Фи (2), Съ == qa (2). 

Integrando tenemos: 

_Ci=5quidi+ Cu Со {фа +p, 
donde С, у Cz son las constantes de integración. 

Introduciendo las expresiones obtenidas de C; y С» en la igual- 
dad (7)_hallemos una integral dependiente de dos constantes arbi- 
trarias С, y C2, es decir, la solución general de la ecuación no homo- 
génea*). 


*) Al hacer С, = С. = 0, obtendremos una solución particular de la 
ecuación (1). 
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Ejemplo. Hallar la solución general de la ecuación 


y 


т 


Solución. Hallemos la solución general de la ecuación homogénea: 
y 


Como Let, tenemos Iny'=lnz+lnc; у сг; asi 


y=Cp24Co, 


Para que esta expresión sea la solución de la ecuación dada, es preciso 
determinar С, у Cz como funciones de z del sistema 


Ciz24C;1=0, 2Cjr4030=x, 
Resolviendo este sistema encontramos: 


=-a, 


2 


de donde, por integración, obtenemos: 
а Об 
а=, Са 4-00. 


Introduciendo las funciones halladas еп la fórmula 


=Cy124-Cg, obte- 
nemos la solución general de una ecuación no homogóne: 


‚сй е 
буе Саа 0,47. donde С, y Za son constantes arbitrarias. 


Para buscar las soluciones particulares, se puede utilizar el 
siguiente teorema. 


Teorema 2. Sea una ecuación no homogénea 
у + ау + ау = fi (2) + fa (2) (10) 


tal que su segundo miembro es la suma de dos funciones ўз (х) y fz (2). 
Si y, es una solución particular de la ecuación 


y’ + ау + азу = fi (2), (11) 
e уз, una solución particular de la ecuación 
y" + ау + азу = } (а), (12) 


entonces, y, + уз es una solución particular*) de la ecuación (10). 


*) Evidentemente, el teorema correspondiente es válido para cualquier 
número de sumandos del segundo miembro. 
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Demostración. Introduciendo la expresión y, + yz en la ecua- 
ción (10), obtenemos: 


(и + ya)” + аа (и + Ya)” + аз (и + ya) = fa (2) + fe (2) 


(иг + аай + азу) + (0: + айй + aaya) = fi (2) + fa (2). (43) 


De las igualdades (11) y (12) se deduce que (13) es una identidad. 
El teorema queda demostrado. 


$ 24. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 
Sea la ecuación diferencial 
y + py + ду = 1 (2), (1) 
donde p y q son números reales. 

En el párrafo anterior hemos dado un método general para-hallar 
las soluciones de las ecuaciones no homogéneas. Si la ecuación tiene 
coeficientes constantes, a veces, es más fácil hallar una solución 
particular, sin recurrir a la integración. Examinemos algunas varian- 
tes que se utilizan para resolver la ecuación (1). 

1. Supongamos que el segundo miembro de la ecuación (1) sea 


el producto de una función exponencial por un polinomio, que tiene 
la forma: 


1@) = Р, (а) е, (2) 
donde Р, (х) es un polinomio de n-ésimo grado. Entonces son posi- 
bles los siguientes casos particulares: 

a) El número a no es una raíz de la ecuación característica 


к + pk +q =0. 
En este caso, es preciso hallar la solución particular en la forma: 


y= (AoT H Aai + А„)е** = (a) е. (3) 


En efecto, introduciendo y* en la ecuación (1), y reduciendo 
todos los términos рог езх, tenemos: 


О (2) + (2a +p) Qa (2) + (а? + pa +0) Qn (а) = Pa (0. (4) 


О, (2) es un polinomio de n-ésimo grado, Q; (z) es un polinomio 
de (n — 1)-ésimo grado: 0% (z), es de (п — 2)-ésimo grado. Por 
consiguiente, a la derecha y a la izquierda del signo de igualdad 
se hallan polinomios de n-ésimo grado. Igualando los coeficientes 
de las mismas potencias de z (el número de los coeficientes descono- 
cidos es igual a n + 1), obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones 
para determinar los coeficientes Ao, Ay, Az, . 


айе 
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b) El número a es una raíz simple de la ecuación característica. 

Si procuramos hallar una solución particular en la forma (3), 
obtenemos en el primer miembro de la igualdad (4) un polinomio de 
(п — 1) — ésimo grado, puesto que el coeficiente de Q, (z), es decir, 
а? + ра + q, es nulo y los polinomios 0; (2) y 0; (2) son de grados 
inferiores a n. Por consiguiente, la igualdad (4) no puede ser una 
identidad cualesquiera que sean Ao, Ay, ..., An. Por esto, en el 
caso examinado busquemos la solución particular, en la forma de 
un polinomio de (n + 1)-ésimo grado sin término absoluto (puesto 
que éste se elimina durante la derivación)*): y* = 20, (2) езх. 

c) a es una raíz doble de la ecuación característica. Entonces, 
al ser sustituida la función Q, (т) e2* en la ecuación diferencial, 
el grado de polinomio disminuye en dos unidades. En efecto, si 
a es una raíz de la ecuación característica, tenemos: а? +- ра + q = 0; 
además, puesto que a es una raíz doble, tenemos 2a = —p (según 
el teorema de álgebra elemental, la suma de las raíces de la ecuación 
de segundo grado reducida es igual al coeficiente del término desco- 
nocido de primero grado tomado con signo contrario). Por eso, 
2а + р = 0. 

Por consiguiente, en el primer miembro de la igualdad (4) queda 
Qh (2), es decir, un polinomio de (n — 2)-ésimo grado. Para obte- 
ner como resultado de la sustitución, un polinomio de »-ésimo grado, 
es preciso buscar una solución particular en la forma de producto 
de еах por un polinomio de (п + 2)-ósimo grado. Entonces, el tér- 
mino absoluto de este polinomio y el término de primer grado se 
eliminan durante la derivación. Por esto, se pueden omitir en la 
solución particular. 

Así, cuando a es una raíz doble de la ecuación característica, 
se puede tomar una solución particular en la forma: 


y = 220, (2) е. 
Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
Y +4) + dy = =. 
Solución. La solución general de la ecuación homogénea correspondiente es: 
9 = Слет 4- Ceras, 

Como el segundo miembro de la ecuación no homogénea tiene la forma 
ze0x, [es decir, la forma P, (z) е0х], y 0 no es raíz de la ecuación característica 
2-40 4-3 =0, busquemos una solución particular en la forma y* =Q; (z) е0х, 
es decir, 108: 

у= А+ As. 
Introduciendo esta expresión en la ecuación dada, tenemos: 
440+ 3 (Aoz + A) = т. 


*) Notemos que todos los resultados expuestos arriba son válidos también 
cuando @ es un número complejo (esto se deduce de las reglas de derivación 
de la función етх, donde m es un número complejo arbitrario; véase 54, cap. 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z, obtenemos: 


3A = 1, 44, + ЗА; = 0, 
de donde: 


1 4 

Аат: А-9. 
Por consiguiente, 
* к 4 

м2. 
La solución general y=y-+y* será: 
IR. 

Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 

v+ y = (4 1) езх, 
Solución: La solución general de la ecuación homogénea se halla fácilmente: 

y = С, соз 3z + Сз зер 3z. 
El segundo miembro de la ecuación dada, (z°-} 1) e%X tiene la forma: 
Pa (2) es, 


Como el coeficiente 3 en el exponente de potencia no es raíz de la ecuación 
característica, busquemos una solución cular de la forma: 


у*= 0 (2) 03% ó y=(4284 Вз С) езх, 
Introduciendo esta expresión en la ecuación diferencial, tenemos: 
[9 (Az? + Bz + C)+ 6 (242 + В) + 2A + 9 (A23 -+ Bz -+ Су|езх = 
= (23+ 1) 03%, 


Reduciendo ambos miembros рог e** e igualando los coeficientes de las 
mismas potencias de т, obtenemos: 


18A = 1, 124 + 18B = 0, 24 + 6B + 18C = 1, 


de donde: а= р; ве; с- 5 . Por consiguiente, la solución particular ев: 


re 


y la solución general, 
5 
у= С, сов 32 Casen 3z + (5 2312405) өх, 

Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación: 

Y — Uy + бу = (2 — 2) ех. 

Solución. El segundo miembro de la ecuación tiene la forma P; (z) el-*; 
donde el coeficiente 1 del exponente es raíz simple de un polinomio caracterís” 
tico. Por tanto, busquemos una solución particular de la forma y* = 20, (2) et 6 

0% = z (Az + В) е; 
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poniendo esta expresión en la ecuación, tenemos: 


(0422 4- Bz) + (44x + 2B) -+ 24 — 1 (42? + Br) — 102424 B) + 
+ 6 (422 4 Во) [ех = (z — 2) ее 
$ (—10Az — 5B -}- 2A) % = (z — 2) e. 
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z obtenemos: 
— 104 =1,—58 +24 = 2, 


de donde: A= -i п + Por tanto, la solución particular es: 


y la solución general: 


y= Себ Opera ( 


II. Supongamos que el segundo miembro tiem la forma: 
f (2) =P (2) е cos pa + Q (2) е son Bz, (5) 


donde Р (т) y Q (2) son polinomios. 

Se puede analizar este caso mediante el ¡rocedimiento usado 
anteriormente, “pasando de las funciones trigonométricas a las 
exponenciales. 

Sustituyendo cos $z y sen fx por sus funciones exponenciales, 
según las fórmulas de Euler (véase $ 5 cap. VII) obtenemos: 


ipx 


Bx ipx ¿Ba 
posp ERE” | y E 
2 2i 


ó 
а= E Р@+& ew] datids y, 
2 2i 


+ E Р ew] ¿ins б) 


Entre corchetes se encuentran los polinomios cuyos grados 
son iguales al grado superior de P (z) y Q (z). Resulta que hemos. 
obtenido el segundo miembro de la forma tal, como en el caso I. 

Es posible demostrar (aunque lo admitamos sin demostración) 
que se pueden hallar soluciones particulares que no contengan 
números complejos. 


Por consiguiente, si el segundo miembro de la ecuación (1) 
tiene la forma 


Ha) = Р (2) е°** cos Ba + Q (2) е sen Bz, (7) 
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donde Р (z) у Q (2) son polinomios de z, la solución particular se 
determina así: 


а) si número а + ¿$ no es una raíz de la ecuación característica, 
es preciso buscar una solución particular de la ecuación (1) en la 
forma: 


y = U (2) е соз Ве + V (т) e** sen Ёл, (8) 


donde, U (z) y V (z) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios Р(х) y Q (z); 

Ъ) si el número a + ¿$ es una raíz de la ecuación característica, 
una solución particular adquiere la forma: 


y = «[И (2) e**cos Bz + V (т) e** sen Ba]. (9) 

Para evitar errores eventuales notemos que las formas indicadas 

de las soluciones particulares (8) y (9) son válidas también, evidente- 

mente, cuando en el segundo miembro de la ecuación (1) uno de 

los polinomios Р (z) y © (x) es idénticamente igual a cero, es decir, 
cuando el segundo miembro es de la forma: 

Р (2) соз Вх ó Q(z) e% sen pz. 

Consideremos, ahora, un importante caso particular. Supongamos 

que el segundo miembro de una ecuación lineal de segundo orden es: 

1 (2)= M соз В N sen фт, (1) 


donde, M y N son las constantes. 
a) Si Bi no es una raíz de la ecuación característica, busquemos 
una solución particular de la forma: 


y* = А cos fa + В sen рл. (8') 


b) Si Pi es una raíz de la ecuación característica, busquemos una 
solución particular de la forma: 


y* = z (А cos Pz + В sen Pa). (9) 
Notemos que la función (7”) es un caso particular de la función (7) 
(P (2) = М, Q (z) = N, а = 0); las funciones (8') y (9”) son casos 
particulares de las funciones (8) y (9). 
Ejemplo 4. Hallar la integral general de la ecuación lineal no homogénea 
u” + 2у/ + 5y = 2 cos z. 
Solución. La ecuación característica 
ke4 2k45=0 


tiene las raíces: kı = — 1 4- 2i; ką = —1 — 24. Рог eso, la integral general 
de la ecuación homogénea correspondiente es: 


у = e™ (C, cos 2z + С sen 22). 
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com Pasemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la 
orma: 
y = A cos z+ B sen z, 


donde, A y B son los coeficientes constantes a determinar. Introduciendo у* 
en la ecuación dada, tenemos: 
—A cos z — B sen z + 2 (—A sen z + B cos з) + 
+5(4 cos z + B sen z) = 2 cos =. 
Igualando los coeficientes de cos z y sen z, obtenemos dos ecuaciones para 
determinar А y B: 
—A+ 2B + 54 = 


—B — 2А + 5B = 0, 
de donde 


2 $ 
A pt Br 


La solución general de la ecuación dada es: у=у-+ у", es decir, 
1 1 
y=" (C соз2х--Су зеп 2т)-+--=- соз т-+-- зеп т. 
Ejemplo 5. Hallar la solución de la ecuación 
y" + 4y = cos 22. 


Solución. Las raíces de la ecuación característica son: k = 24, ka = 
por tanto, la solución general de la ecuación homogénea tiene la form 


Y = C; cos 2z + Cy sen 22. 
Busquemos una solución particular do la ecuación no homogénea de la forma: 
уе = z (А cos 2z + B sen 2x). 


Entonces, 


у*' = 2z (—A sen 22 + В cos 22) + (А cos 2z + В sen 22), 
y?” = —áx (—A cos 2z — В sen 22) + 4 (—A sen 22 -+ В сов 22). 
Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada e 
igualando los coeficientes de cos 2z y sen 2z, obtenemos un sistema de ecuacio- 
nes para determinar А y B: 
4В = 1; —44=0, 


de donde A=0; Bat. Pues, la integral general de Ја ecuación dada os: 


y=C, сов2ж-+-Савеп 22 4-2 sen 2z. 
Ejemplo 6. Hallar la solución de la ecuación 
y" — y = Зе'® созт. 
Solución. El segundo miembro de la ecuación tiene la forma: 
1 (2) = ez (M cos z- N sena), 


М = 3 у N = 0. Las raíces de la ecuación característica k? — 1 
= 1, k= —1. La solución general de la ecuación homogénea 


йў=С(е*-+-С;е-х. 
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Como el número a + ip = 2+ 4-1 по ез raíz de la ecuación característica, 
busquemos una solución particular de la forma: y* = e*X (A cos z +- B sen 2). 

Poniendo esta expresión en la ecuación y efectuando la reducción de los 
términos semejantes, obtenemos: 


(24 + 4B) езх cos z + (—44 + 2B) е?х sen z = 3е2= созт. 
Igualando los coeficientes de cos г y senz, tenemos: 
244 48 = 3, —44 + 28=0. 


De donde: А=-уу; B= 2.. Por consiguiente, la solución particular es; 


y= (б овоза) > 
y la general, 
=Сүе®-Сье-*-„е%х (бон пз) 
майа ” 10 5 ч 


$ 25. ECUACIONES LINEALES КО HOMOGENEAS 
DE ORDENES SUPERIORES 


Sea la ecuación 


Y аут 9 4... +any=1(0, (1) 
donde, 41, а», .. ., Gn, f (x) son funciones continuas de х (о cons- 
tantes). 

Supongamos que se conoce la solución general: 
y = Сил + Coya +... + Cryn (2) 
де la ecuación homogénea: 
Ya aay? +... + any 0. (6) 


Igual que en el caso de la ecuación de segundo orden, para la 
ecuación (1) es válido el siguiente teorema: 


Teorema. Si y es la solución general de la ecuación homogénea (3), 

e y* es una solución partic:lar de la ecuación no homogénea (1), entonces 
Y=j+y* 
es la solución general de la ecuación no homogénea. 

Así, análogamente al caso de la ecuación de segundo orden, 
la integración de la ecuación (1) se reduce а la búsqueda de una solú- 
ción particular de la ecuación no homogénea. 

Igual que para la ecuación de segundo orden, se puede encontrar 
una solución particular de la ecuación (1) por el método de la varia- 
ción de las constantes arbitrarias, suponiendo que en la expresión (2) 
Cr, Сз, . . ., С, son las funciones de z. 
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Formemos el sistema de ecuaciones (comparar § 23): 
Cint бше +... HCryn=0, | 
Сй Са +... + Сый» =0, 


% 
CUTE CUE Id +С” —о, 


CUA CR „Суг = f (2). 

Este sistema de ecuaciones, con funciones desconocidas C;, С,,... 
‚+++ Ch, tiene soluciones bien determinadas. (El determinante de 
los coeficientes de С;, С;, ..., Са, es el Wronskiano compuesto 
por las soluciones particulares у, уз, . . ., Yn de la ecuación homo- 
génea y como, según la hipótesis, estas soluciones particulares son 
linealmente independientes, el Wronskiano es distinto de cero). 

Así, el sistema (4) puede ser resuelto respecto a las funciones 
СС, +. .» Сл. Después de hallar estas funciones e integrarlas, 
obtenemos: 


С,= $ Cide + Ču Со $ Cad 6..5 Cn = $ Ch de + Cn, 


donde Ty, Сз, ..., С, son las constantes de integración. 
Demostremos que en este caso la expresión 
У* = Cin + Coya +... + Con (5) 


es la solución general de la ecuación no homogénea (1). 
Derivemos n veces la expresión (5), tomando cada vez en con- 
sideración las igualdades (4); entonces tenemos: 


у =C t Cayat Cay + +. Су, 


у =C + Сав + Саа +... H Су 


SCOP HOP + +С? 70). 

Multiplicando los términos de la primera ecuación por а„, los 
de la segunda, por а,-4, ..., y, finalmente, los de la penúltima 
ecuación por а, y sumando, obtenemos: 

A ану 70), 

puesto que ys, Ya, ..., yn son las soluciones particulares de la 
ecuación homogénea y, por consiguiente, son nulas las sumas de 
los términos por columnas. 


Por consiguiente, la función y* = Ciy: + ... + С.у, [donde 
Cs, ..., Cn son las funciones de z, determinadas de las ecuacio- 
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nes (4)] es una solución de la ecuación no homogénea (1), y, como 
la solución depende de n constantes arbitrarias Сү, С 
ésta es también la solución general. 

El teorema queda demostrado. 

A veces, se puede hallar más fácil las soluciones particulares 
de una ecuación no homogénea de orden superior con coeficientes 
constantes ($ 24). Se usan siguientes procedimientos: 

1. Supongamos que el segundo miembro de la ecuación dife- 
rencial sea una función f (л) = P (z) 2%, donde P (z) es un poli- 
nomio de =. Es preciso distinguir dos casos: 

a) si a no es una raíz de la ecuación característica, busquemos 
una solución particular de la forma: 


у= 000) е, 
donde Q (2) es un polinomio del mismo grado que P (z), pero con 
coeficientes indeterminados 
b) si a es una raíz de mi 


ca, busquemos una solución pi 
de la forma: 


cidad p de la ecuación característi- 
ticular de la ecuación no homogénea 


и*=:*0(х) с, 

donde Q (z) es un polinomio del mismo grado que P (2). 

Il. Supongamos que el segundo miembro de la ecuación es de la 
forma: 

j (x)= М cos pz + N sen faz, 

donde M y N son números constantes. Entonces, la forma de la 
solución particular se define del modo siguient 

a) si Bi ло es una raíz de la ecuación caracter 
particular es de la forma: 


= A cos pa + B sen pz, 
donde A y В son coeficientes constantes indeterminados; 


b) si Pi es una raíz de la ecuación característica de multiplicidad 
p, entonces: 


tica, la solución 


y = 2" (A cos Bx + В sen Ва). 
11. Sea 
f(a) = P (x) е соз Pr + Q (а) e** sen Bz, 
donde, P (2) y Q (2) son polinomios de z. Entonces: 
a) si a + Ві no es una raíz del polinomio característico, busque- 
mos una solución particular de la forma: 
y = U (а) "= cos Px + V (2) е** sen Ba, 


donde U (z) y V (2) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios Р(х) у Q (2); 
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b) si a + Pi es una raíz de multiplicidad p del polinomio carac- 
terístico, busquemos una solución particular de la forma: 


y = z" [U (2) е соз Pz + V (2) e**sen Ba], 


donde U (z) y V (z) tienen el mismo significado que en el caso a). 

Observación general respecto а los casos 11 y Ш. Si en el segundo 
miembro de la ecuación se halla una expresión que contenga sólo 
cos Pz б sen фт, es preciso buscar una solución de la forma indicada 
arriba, es decir, con un seno y un coseno. En otras palabras, del 
hecho de que el segundo miembro no contenga cos Pz б sen fx de 
ninguna manera se deduce que la solución particular de la ecuación 
no contiene estas funciones. Podemos convencernos de lo último, 
examinando los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo anterior, así como el 
ejemplo 2 del párrafo presente. 


Ejemplo 4. Hallar la solución general de la ecuación 
ИУ унаа. 
Solución. Las raíces de la ecuación característica 4 — 1 = 0 son: 
k=4, k= i, k 


Hallemos la solución general de la ecuación homogénea (véase el ejem- 
plo 4 $ 22): 


t, k = —i. 


й=Сүе*--С;е-*-- Сусоз 24C, sen z. 
Busquemos una solución particular de la ecuación no homogéneo de la forma: 
у* = А013 4- Аүхтї-- Aat +H Аз. 


Derivando y* cuatro veces e introduciendo las expresiones obtenidas en 
la ecuación dada, tenemos: 


Аы — Ди? — А — А; = 84 A. 
Igualemos los coeficientes de las mismas potencias de z: 


—Ap=1; —A1=0; —Az —43=1. 
Por tanto, 
p=. 
Hallemos la integral general de la ecuación no homogénea según la fór- 
mula: y=J+4y*, lecir, 


у= Сүе*--Се-®*--Сусоз т-- С, sen z—z? —1. 
Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
ИУ —y=5c08z. 


Solución. Las raíces de la ecuación característica kå — 1=0 воп: К, = 1, 
ka = —1, ® = i, ką = —i. Por tanto, la solución general de la ecuación 
homogénea correspondiente es: 


Y=Cye* + Cor” *4 Сзсоз 24C sen т. 
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Luego, el segundo miembro de la ecuación no homogénea dada tiene la 


forma: 
100) = М соз z +N зеп z, 


donde М = 5, N = 0. 
Como ¿ es una raíz simple do la ecuación característica, busquemos una 
solución particular de la forma: 


y* = z (A cos z + В sen z). 
Introduciendo esta expresión en la ecuación, hallamos: 


4А sen z — 4B cos z = 5 cos z, 
de donde 


ДА =0, —4B = 5, 
5 
ó, A=0, В=—-—. 
La solución particular de la ecuación diferencial dada es, entonces: 


pa uai 


y la solución general ез: 


у=Сү®+4-Суе-®-+-Сусоз а-Су зеп r- хеп т. 


$ 26. ECUACION DIFERENCIAL DE OSCILACIONES MECA NICAS 


El objeto del párrafo presente y de los siguientes es el estudio 
de un problema de la mecánica aplicada con ayuda de las ecuaciones 
diferenciales lineales. 

Supongamos que una carga de masa Q reposa sobre un resorte 
elástico (fig. 268). Designemos por y la desviación de la carga de 


Fig. 268 


su posición de equilibrio. Consideremos la desviación hacia abajo 
como positiva y hacia arriba, como negativa. En la posición de 
equilibrio la fuerza del peso es compensada por la elasticidad del 
resorte. Supongamos que la fuerza que tiende a volver la carga a la 
7536 
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posición de equilibrio, llamada elástica, sea proporcional a la desvia- 
ción, es decir, la fuerza elástica esigual a —ky, donde k es una magnitud 
constante рага el resorte dado (así llamada «rigidez del resorte»)*). 

Supongamos que al movimiento de la carga @ se opone una fuerza 
de resistencia proporcional a ia velocidad del movimiento de la 


Fig. 269 


carga respecto al punto más bajo del resorte, es decir: una 


fuerza —Av ‚ўе, donde A = const > 0 (amortiguador). Forme- 


mos la ecuación diferencial del movimiento de la carga sobre el 
resorte. En virtud de la segunda ley de Newton tenemos: 
Фу dy 
=z = у А 1 
Сак а ч) 


(aquí, К y A son números positivos). Hemos obtenido una ecuación 
diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes 


constantes. 
Escribámosla en la forma: 


+ до, (7 
donde 
КЕЧ 
0 


Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectúa 
movimientos verticales según la ley 2 = q (t). Este fenómeno puede 
tener lugar, por ejemplo, cuando el extremo inferior del resorte está 
fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a lo 
largo de un camino de relieve desigual (fig. 269). 


Los resortes cuya fuerza elástica es proporcional a la deformación se 
laman resortes con «característica lineal». 
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En este caso la fuerza elástica no es igual a —ky, sino a 
—k ly + q (01; la fuerza de resistencia será —А ly + q" (1)), 
y en lugar de la ecuación (1) obtenemos la ecuación: 


dy dy A 
E ЖТ. ЖИ aj = le E 
Q e A A Ф(@) — Ар (1) (2) 
6 
dy dy 
Y y pa =/(0, 
de КР + qu = / (0. (2) 
donde: 


AAA 
Q 


Hemos obtenido una ecuación diferencial no homogénea de 


segundo orden. 
La ecuación (17) se llama ecuación de las oscilaciones libres; 
la (2°), de las oscilaciones forzadas. 


10 = 


$ 27. OSCILACIONES LIBRES 
Examinemos primero la ecuación de las oscilaciones libres 
y" + py + gy = 0. 
Escribamos la ecuación característica correspondiente: 


k? + pk +q = 0, 
y hallemos sus raíces: 


_— pz 
Р р А = 2 
kh=-=3+ У. ОБОК Н: EA 


2 
1) Sea >. En este caso las raíces Ду y ką son números 
reales negativos. La solución general se expresa mediante funciones 
exponenciales: 


y=Cj'"* + Се! (00, ka<0). (1) 


De esta fórmula se deduce que cualesquiera que sean las condi- 
ciones iniciales, la desviación y tiende asintóticamente a cero, 
cuando # —> оо. En el caso dado no habrán oscilaciones, puesto que 
las fuerzas de frenado son grandes en comparación con el coeficiente 
de rigidez k del resorte. 


7 
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з 
2) Sea =: entonces la raíz К, equivale a К, y ambas son 
iguales al número negativo -5 Por tanto, la solución general es: 


t 


Ds -2: x 
у=Се ? +Cae 2 = (C14 Cte @ 
Aquí la desviación también tiende a cero para £ — оо, sin embargo, 
con menor velocidad que en el caso anterior (merced a la presencia 
del factor Cı + Cat). 


y-Asen(Bt+ga) 


Fig. 270 
3) Sea p = 0, es decir, supongamos que no hay fuerza de frenado. 
La ecuación característica tiene la forma: 
№ +9 = 0, 


y sus raíces son: Кү = Pi; ka = —Bi, donde $ = Vg. 
La solución general es: 


y = Ci соз pt + Ca sen Pl (3) 


Sustituyamos en la última fórmula las constantes arbitrarias 
С, y Сз por otras А у фо ligadas con С, y Cz por las relaciones: 


C, = А sen Po, С» = А соз фо. 

Las constantes А y фо en función de С, y Ca se determinan así: 
aA=VCi+Ci, Amargo. 

Introduciendo los valores de С; y Сз en la fórmula (3), obtenemos: 


у = А sen фо cos Pt + А соз фо sen fl 


y = А sen (Pt + Фо). (3) 


Estas oscilaciones se llaman armónicas. Las curvas integrales 
son las sinusoides. El intervalo de tiempo T, durante el cual el 
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argumento del seno varía en 2л, se llama período de oscilaciones; 
en nuestro caso T= 26. El número de oscilaciones durante 
el tiempo 2л se llama frecuencia de oscilaciones. En el caso dado 
la frecuencia es igual a В. La constante А que es la desviación máxima 


Fig. 271 


a partir de la posición de equilibrio se llama amplitud de movi- 
miento oscilatorio y фо es la fase inicial. La gráfica de la función (3”) 
se da en la figura 220: 


4) Sea p 0 y Leg 


En este caso las raíces de la ecuación característica son los núme- 
ros complejos: 


ki = а + iP, К = a— ip, 
donde 


a=-5<0, в у, e 


La integral general tiene la forma: 


y = e™ (С, соз Bt + Ca sen Pt) (4) 


у= Ae™' sen (Bt + фо). (4) 


Como amplitud estamos obligados a tomar la magnitud Ae“! 
que depende del tiempo. Сото а < 0, la magnitud tiende a сего 
cuando # —> оо, es decir, en este caso, se trata de oscilaciones amor- 
tiguadas. La gráfica de estas oscilaciones se da en la figura 271. 
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$ 28. OSCILACIONES FORZADAS 


La ecuación de las oscilaciones forzadas tiene la forma: 
y + py +qu=1(0. 


Analicemos el importante caso práctico, cuando la fuerza pertur- 
badora externa está representada por la función periódica 


Í (t) = a sen ot; 
entonces, la ecuación toma la forma 
y" + py + qy = a sen ot. (1) 
2 

1) Supongamos al principio que p0 y E < 4, es decir, las 
raíces de la ecuación característica son los números complejos 
а + if. En este caso (véase fórmulas (4) y (4') $ 27), la solución 

general de la ecuación homogénea tiene la forma: 
у= Ае“! зеп (Bt + фа). (2) 


Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea 
de la forma: 
y* = М cos wt + N sen ot. (3) 


Introduciendo esta expresión de y* en la ecuación diferencial 
original, encontramos los valores de M y N: 
рда _. y (q— a 
U= Po (or po 


Antes de introducir los valores hallados de M y N en la igual- 
dad (3), introduzcamos las nuevas constantes A* y q*, haciendo 


М = A* sen q*, N = A* cos q*, 


es decir, 


4 =VM № = 2, 
Vi — o? + po? 
Entonces, la solución particular de la ecuación no homogénea 
se puede escribir en la forma 
y* = A* sen q* cos œt + А* cos ‹р* зеп ot = A* sen (ot + ф*), 
o, en definitiva, 


. а 


Va— o? + ро? 


wr M 
N 


sen (ot + q). 
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La integral general de la ecuación (1) es igual a y = y + y*, 

es decir, 
у= Ае sen (Bt + фо) + —==—=©——— son (0t + 95). 
Va — o’? + рѓа? 

El primer término de la suma que se encuentra en el segundo 
miembro (la solución de la ecuación homogénea) representa las 
oscilaciones amortiguadas. Este término disminuye al crecer t, 
y, por tanto, dentro de cierto intervalo de tiempo, el segundo miem- 
bro adquiere el valor principal, que determina las oscilaciones 
forzadas. La frecuencia œ de estas oscilaciones es igual a la frecuen- 
cia de la fuerza externa f (t); la amplitud de las oscilaciones forzadas 
es tanto mayor, cuanto menor es p y cuanto más se acerque w* a q. 

Analicemos más detalladamente cómo la amplitud de las osci- 
laciones forzadas depende de la frecuencia w, para diferentes valo- 
res de р. Designemos por D (w) la amplitud de las oscilaciones 
forzadas: 


(о) = ==. 
Via — o? + ро? 

Hagamos q = fi (para p = 0; P, sería igual a la frecuencia de 
las oscilaciones propias). Entonces tenemos: 


р (в) а а 
VE — ®* + pre? в Vi Э E 


Introduzcamos las designaciones: 


donde, A es la razón de la frecuencia de la fuerza perturbadora a la 
frecuencia de las oscilaciones libres del sistema; la constante A 
no depende de la fuerza perturbadora. La magnitud de la amplitud 
se expresa entonces por la fórmula: 

DM === 

ВУЙ + y 

Hallemos el máximo de esta función. Este corresponderá eviden- 
temente al valor de A, para el cual el cuadrado del denominador 
sea mínimo. Pero el mínimo de la función 


Va- А3) + ү (5) 


(4) 
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se alcanza cuando 


y es igual a 


z 
Y 
Vi. 


Por tanto, la magnitud máxima de la amplitud es igual a 


Da =— HR 
АДБ 


Las gráficas de la función D (A) para diferentes valores de EN 
se dan en la figura 272 (para concretar las ideas, al construir las 


“| 


== 


45| 


40 


E 
о| 025 05 075 10 125 15 175 20 2% 


Fig. 272 


gráficas, hagamos: а = 1, В; = 1). Estas curvas se Патап curvas 
de resonancia. 
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De la fórmula (5) se deduce que para y pequeñas el valor máximo 
de la amplitud se alcanza cuando los valores de А son próximos a la 
unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza externa es pró- 
xima a la de oscilaciones libres. Si y = 0 (por tanto, р = 0), es 
decir, si no existe resistencia al movimiento, la amplitud de las 
oscilaciones forzadas crece indefinidamente cuando А —> 1, es decir, 


para о B = Vg: 
Km р) =. 
920 


Cuando w° = q, tiene lugar el fenómeno de resonancia. 

2) Supongamos ahora que р = 0, es decir, examinemos la ecua- 
ción de oscilaciones elásticas sin resistencia, en presencia de una 
fuerza externa periódica: 


y” + чу = asen ot. (6) 
„La solución general de la ecuación homogénea es: 
Y = C, cos Bt + Ca sen Pt (B? = 0). 


51 В = о, es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es 
igual a la frecuencia de las oscilaciones propias la solución particu- 
lar de la ecuación no homogénea se escribe en la forma: 


= M cos ot + N sen ot. 
Poniendo esta expresión en la ecuación de partida, hallamos 


M=0, N 


La solución general es: 


¿Sen wt. 


у= А sen (Pt + 9) +3 


Así, el movimiento se obtiene como resultado de la superposi- 
ción de las oscilaciones propias de frecuencia ф y de las oscilaciones 
forzadas de frecuencia w. 

Si В = w, es decir, la frecuencia de las oscilaciones propias 
coincide con la frecuencia de la fuerza externa, la función (3) no es 
solución de la ecuación (6). En este caso, en virtud de los resultados 
del $ 24, busquemos una solución particular de la forma 


y* = 1 (M cos wt + N sen wt). (7) 
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UN 
— gp cos ot 

La solución general es de la 
forma: 


ta tcs pt 1” 

у= рт cospi РА 

a=const 

const ¿Y 

оу к= A sen (B+ — Ż teos ft, 
w 


El segundo término del segundo 
miembro muestra que, en este caso, 
la amplitud de las oscilaciones 
crece indefinidamente cuando el 
tiempo £ crece de la misma manera 
(t —> оо). Este fenómeno que tiene 
lugar cuando la frecuencia de las 
propias oscilaciones del sistema 
coincide con la frecuencia de la 
fuerza externa, se lama resonancia. 

м La gráfica de la función y* está 
Fig. 27: dada en la figura 273. 


$ 29. SISTEMAS 


DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


Durante la resolución de un gran número de problemas se nece- 
sita hallar las funciones уу = y (2), Yo = уз (2), Yn = Un (2), 
que satisfagan a un sistema de аа “diferenciales bajo la 
condición de que estas ecuaciones contienen el argumento z, las 


funciones desconocidas yı, Ya, . . ., Yn У sus derivadas. 
Examinemos el sistema de ecuaciones de primer orden: 

di 

LU falo, Yo Ya +++ Yah, 

ах 

а! 

She Yn Ya << Yah 

ЖАЛ АЧТА. @ 
dyn 


de n (2, Yu Ya +- Ул), ) 
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donde y1, уз, ..., yn son las funciones desconocidas, y т es el 
argumento. 

Un sistema que tiene en los primeros miembros de las ecuaciones 
las derivadas de primer orden y en los segundos miembros no las 
tiene se llama sistema normal. 

Integrar este sistema significa determinar las funciones yy, Ya, . . . 
«+ Yn» que satisfagan al sistema (1) de ecuaciones y a las condi- 
ciones iniciales dadas: 


(И) = нө, (И) о = Уз, += 0» (Уп) ехо = но (2 
La integración del sistema de la forma (1) se realiza del modo 
siguiente, 
Derivemos la primera de las ecuaciones (1) respecto а z: 
Фу, — de ôfı dy, Pus È ôfı dyn 
d? дт ду dz дуһ dz 
Sustituyendo las derivadas dn dy dyn, por sus expre- 
У аг ` аг ў ас 
siones respectivas f, fa, ... fn de las ecuaciones (1) obtenemos: 
dy 
3 == Falt, Ya ..., Yn). 
аё 2 (2, Ya Yn) 


Derivando la ecuación obtenida y procediendo de la misma 
manera hallamos: 


Фу, 


57 = F; (2, Yi Ya +... уһ). 
р] a(z, м, И Yn) 
Continuando así, obtenemos en definitiva, una ecuación 
а" 
= Елба, Yi -ees Ша). 
De este modo hemos obtenido el sistema siguiente: 
4! 
e Shl, Yun <<< Y 
Фу 


de = 36 Un << Ша), (8) 
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De las primeras т—1 ecuaciones determinemos уз, уз... Yn» 


expresándolas en función de z, y; y las derivadas LIS Es 1 «5 
т dr 
PY. 
Өз 
P= Pa (T, Yo Y ИТ), 
= фа рь Un 077), @ 


Yn = Фа (3, Yo Yn «YN 


Poniendo estas expresiones en la última ecuación del siste- 
ma (3), obtenemos una ecuación de n — ésimo orden para hallar у: 


a” Я Ра 

Е =Ф@ yy Yp о. ИЙ. (5) 
Resolviendo esta ecuación, determinemos у: 
Ya = Ya (т, Ct, Cas > + Сп). (6) 
Derivando esta expresión n—1 veces hallemos las derivadas 
1 

и, Se, эе и como funciones de z, Сү, Co, ‚ Cno 
Sustituyendo estas funciones en (4), determinemos yz, уз, +++» Ул: 

Ya= Ya (т, Cp Ca, -a Cn), 
наара m 

Yn = фа (т, Cs, С„..., Cn). 


Para que la solución obtenida satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas (2), es suficiente determinar de las ecuaciones (6) y (7) 
los valores correspondientes de las constantes Ci, Сз, .. 
(como hemos hecho en el caso de una sola ecuación diferencial). 


Observación 1. Si el sistema (1) es lineal respecto a las funcio- 
nes desconocidas, la ecuación (5) será también lineal. 


Ejemplo 1. Integrar el sistema: 
ЗУ уаз, F= 435422 (a) 


con las condiciones iniciales: 


(Wa=o=1 (Duo (b) 
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Solución: 
1) Derivando la primera ecuación respecto a т, tenemos: 
dy _ dy , dz 
Че” a 
Sustituyendo aquí las expresiones 42 y 25, tomadas de las ccuacio- 
nes (a), obtenemos: 
ау 
ШЕ иаа) 00—40 — 3:422) 1 


ащ 
Ты = —30—22+3ғ+1. є) 


2) De la primera ecuación del sistema (a) hallamos: 


(4) 
у, haciendo la sustitución en la ecuación (c), obtenemos: 
dy d 
А аат 3—2 (Fhua) ае 
dy „ау 
Ta tge tuer. (e) 
La solución general de la última ecuación es: 
y=(0,4+Cax) 784529 0 
y en virtud de (d): 
2=(C¿—20,—20 92) = — 62 +14. 6) 


Elijamos las constantes Сү у Сз de manera que se satisfagan las condi- 
ciones iniciales (b): 
(0) о = 1, (=p =0- 
Entonces de las igualdades (f) у (g) se deduce: 
1=C,—9; 0=C¿—2C,+14, 


de donde: C¿=10; С. =6. 
Por consiguiente, la solución que satisface a las ecuaciones iniciales 


dadas (b) toma la forma: 


y=(104+67)e 452—9, 2=(—14—125) e7*—62+ 14. 


Observación (2). En los razonamientos expuestos hemos supues- 
to que es posible determinar las funciones уз, ys, ... yn de las 
primeras (n — 1) ecuaciones del sistema (3). Pero, puede ocurrir 
que las variables уз, ... у, se eliminan del número menor que 
de n ecuaciones. Entonces para determinar y obtenemos una ecua- 
ción de orden inferior a n. 
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Ejemplo 2. Integrar el sistema: 


4: 4 4 

rta +. +. 

Solución. Derivando la primera ecuación respecto a t, hallamos: 
diz йу dz йт _ 
AS 


Eliminando las variables y y z de las ecuaciones 


obtenemos una ecuación de segundo orden respecto a 


diz dr 
pog e” 


Integrándo esta ecuación obtenemos su solución general: 


=Cj07t+Cgett, (a) 
de donde hallamos: 
Сен y у= ДЕ —з= Сце 420 gent — W 


Poniendo las expresiones halladas para + е y en la tercei 
sistema dado, obtenemos una ecuación que permite determinar 


E or rd 
а 362. 


Integrando esta ecuación, hallamos 


азе. 
Pero, entonces, en virtud de las ecuaciones (В) obtenemos 
v= — (C14 Ca) emt Cot, 


Las ecuaciones (a), (6) y (ү) dan la solución general del sistema propuesto. 


Las ecuaciones diferenciales de un sistema pueden contener 
las derivadas de órdenes superiores. En este caso se forma el 
sistema de las ecuaciones diferenciales de órdenes superiores. 


Asi, por ejemplo, el problema del movimiento de un punto material bajo 
la acción de la fuerza F se reduce а un sistema de tres ecuaciones diferenciales 
de segundo orden. Sean Ку, Fy, F las proyecciones de la fuerza F sobre los 
ejes de coordenadas. La posición del punto en cada instante £ se determina 
por sus coordenadas z, y, z. Por consiguiente, т. y. з, son funciones de t. Las 
proyecciones del vector de la velocidad del punto material sobre los ejes de 
coordenadas seran: 


de. HE 
da’ “ar “dr” 
Supongamos que la fuerza FF y, por consiguiente, sus proyecciones Fy, 
Fy, F; dependen del tiempo t, las posiciones z, y, z del punto y de la velo: 
z 


diii „âr dy 
cidad de su movimiento, es decir 5, Z, F. 
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Las funciones buscadas en este problema son: 
z= z(t), y = y (t), 2= 2 (0). 


Estas funciones se determinan a partir de las ecuaciones de la dinámica 
(ley de Newton): 


diz _ dz dy dz \ 

nt (benag ао a): 
йу _ dz dy dz 

пае (bens -a ч, а) ® 
des _ de dy dz 

па (ers, ЖАСАК i ` 


Hemos obtenido un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. Si el movimiento es plano, es decir, si la trayectoria es una curva plana 
(que yace, por ejemplo, en el plano Огу), obtenemos un sistema de dos ecuacio- 
nes para determinar las funciones z (1) e y (t): 


dz dr dy 

пат (во q aF) ө 
dy, ағ dy 

mr =» (o о Ош) (10) 


Se puedo resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de órdenes supe- 
riores, reduciéndolo a un sistema de ecuaciones de primer orden, Utilizando, 
por ejemplo, las ecuaciones (9) y (10), mostremos el método de la resolución: 
Introduzcamos las designaciones: 


dr dy 
de de 


Entonces: 
diz du ду dv 
CT TT 
El sistema de dos ecuaciones (9) y (10) de segundo orden con dos funcio- 
nes z (1 e y (£) desconocidas se sustituye por un sistema de cuatro ocuaciones 


de primer orden con cuatro funciones desconocidas z, y, и, v: 
= E: n 
dt qa” 


mi Fell, z, Y шй), 


do 
ma =Py (t, Z, y, u, v). 


Notemos en conclusión, que este método general para solucionar los siste- 
mas de ecuaciones diferenciales se puede reemplazar, en algunos casos concre- 
tos, por uno u otro procedimiento artificial que conduce más rápidamente al 
objetivo. 

¡Ejemplo 3. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones diferen- 
ciales. 


dy, ds 
di Су 
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Solución. Derivemos ambos miembros de la primera ecuación dos veces 
consecutivas respecto a z: 


ET 


z 
Pero, =y, por consiguiente, obtenemos Ja ecuación de cuarto orden: 


Integrando esta ecuación, obtenemos su solución general (véase $ 22, 
ejemplo 4, cap. XIII, tomo 11). 


у=Се*--Суе-х--Су cos а Су sen z, 


А 
Hallando de esta ecuación С y sustituyendo esta expresión en la pri- 
mera ecuación determinamos z: 


в=Сүе®--Се-*—Сусов z— C зеп т. 


$ 30. SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 
dz; 
ET auti + авт + + nn, 


Яз. 
dt = ан, + ать +... 4 аһ, a 


dtn 
e TOt зз t ae. annn, 


donde los coeficientes a;, son constantes. Además, t es el argumento; 
ац (0), Za (f), - . ., Zn (0 son las funciones desconocidas. El siste- 
ma (1) se llama sistema de ecuaciones diferenciales lineales homo- 
géneas con coeficientes constantes. 

Como hemos indicado en el párrafo anterior se puede resolver 
este sistema, reduciéndolo a una ecuación de orden n, la cual, en el 
caso concreto dado será lineal (véase la observación 1 del párrafo 
anterior). Sin embargo, se puede resolver el sistema (1) por otro 
método, sin reducirlo a la ecuación de n-ésimo orden. Este método 
permite analizar, de manera más ilustrativa, el caracter de las solu- 
ciones. 
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Busquemos una solución particular del sistema en la forma 
siguiente; 


ан == щей, хэ = азем, ..., т, = алем. (2) 


Es preciso determinar las constantes «ү, 9з, ..., а у k de 
modo que las funciones оек, ase", ..., оле“ satisfagan el sistema 
de ecuaciones (1). Sustituyéndolas en el sistema (1), obtenemos: 


Каде! == (ацал + anar 4... + anan) e, 
kae"! = (ао + gto 4- ... + aonan) е, 


kane"! = (ао + ам FE... + annan) e". 


Simplificamos рог ек“. Transponiendo todos los términos a un lado 
y reuniendo los coeficientes de а;, аз, . . ., а, obtenemos el sistema 
de ecuaciones: 


(ац — К) а, + аваз 4... H anan =0, 
аел + (an — В) аз 4... Eon == 0, 
Оба + Onoto.» + (ânn — k) an = 0. 


Elijamos а, аз, .. ., а, у k tales que se satisfaga el sistema (3). 
Es un sistema de las ecuaciones algebraicas lineales respecto a 


(3) 


а, Qoysa Ga. Formemos el determinante dol sistema (3): 
ац — k -ün 
AM=| ““ Жш a (4) 
а жй ss Кад) 
Si k es tal que el determinante А se diferencia de cero, el sistema (3) 
tiene sólo las soluciones nulas: @ = аз = ... =a, = 0, y, por 
tanto, las fórmulas (2) nos dan solamente las soluciones triviales: 
z (9) = z: (0) = = Ta (1) = 0. 


Por consiguiente, obtenemos las soluciones no triviales (2) sólo 
para tales k que reducen el determinante (4) а cero. Así llegamos 
a la ecuación de n-ésimo orden para determinar k: 


Sk a зай 


5536 
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Esta ecuación se llama ecuación característica para el siste- 
ma (1), y sus raíces se llaman raíces de la ecuación característica. 

Examinemos algunos casos eventuales: 

1. Las raíces de la ecuación característica son reales y diferentes. 
Designamos рог Кү, kz, .. ., kn las raíces de la ecuación caracte- 
rística. Escribimos el sistema (3) para cada raíz К, y determinamos 
los coeficientes. 


aP, aP, n ош. 


Se puede demostrar que uno de los coeficientes es arbitrario; puede ser 
igual a 1. De este modo obtenemos: 
para la ráiz Кү, la solución del sistema (1) ез 
аен, ое, ай аде, 
para la raíz kz, la solución del sistema (1) es 


САТ С A [Г] А 
¿Pat PU, PP; 


para la raíz k, la solución del sistema (1) es 


209 ает, LP ает, з LP pt, 
Mediante la sustitución directa en las ecuaciones convencemos 
de que el sistema de funciones 
4i zi 0 
ау = Слао at 4 Салден, 


CaP cap Слабке“! 


(6) 
пае Саде O A 
donde Cy, Cz, ..., С, son constantes arbitrarias, también es la 
solución del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Esta es la solu- 
ción general del sistema (1). 

Es fácil demostrar que se puede hallar tales valores de las cons- 
tantes para los cuales la solución satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas. 


Ejemplo 1. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


de dra 

Toata 

Solución. Formemos la ecuación característi 
2k 2 

1 3—k 


11-32, 
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ó ка—5к--4=0. Hallamos sus raíces: 
ki=1, ko=4. 
Buscamos la solución del sistema en la forma: 


ааз, Page 
* 2P=apet, papal, 
Formemos el sistema (3) рага la raíz ki=1 у determinemos af” у af: 

(2—1) 09 4.2040 = 

Тад (8—0) 00-0 

49-24490, 

a” 2409-0, 


Así 


de donde: {9 -= — 1 af». Poniendo |) —1, obtenemos: af? = — 
т 


hemos obtenido la solución del sistema: 
1 
apee, q ре. 


Formomos, ahora, el sistema (3) para la raíz к= 4 y determinemos af” 
уар: 
—2afP 2а 0, 


а 200-0, 


de donde: af? а y af? =1, af”=41. Obtenemos pues, la segunda solución 
del sistem: 


‚ «еен, 

La solución general del sistema será [véase (6)]: 
а= Сл Сои, 

сисек, 


П. Las raíces de la ecuación característica son distintas, pero 
incluyen raíces complejas. Supongamos que entre las raíces de la 
ecuación característica hay dos raíces complejas conjugadas: 


ki = а + В, k, = a — if. 
A estas raíces corresponden las soluciones: 


mate t 4,2... п), (7) 
Lap G=1,2...m (8) 
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Los coeficientes af” y af se determinan del sistema de ecuacio- 
“nes (3). 

Igual que en $ 21 (cap. XIII), se puede mostrar que las partes 
real e imaginaria de la solución compleja son también soluciones. 
De esta manera obtenemos dos soluciones particulares: 


IP = e! (AP соз г +47 sen Ba), ) 


ZP = е (Ej sen Ba + 17? cos Ba), 9 


donde Af", AP, 5", AP son números reales, determinados median- 
te aP y ат 

Las combinaciones correspondientes de las funciones (9) entran 
en la solución general del sistema; 


Ejemplo 2. Hallar la solución general dol sistema 
а= 


= пазь 
El m 
A 221529, 
Solución. Formemos la ecuación caracterís 
ik 1 
—2 —5—k „i 


6 K2412k-+37=0 y encontremos sus raíces: 
ki=—64i, k= 6—6 
Sustituyendo k; = —6-+i en el sistema (3), hallamos: 
apt, ai 
Escribimos la solución (7): 


AD pe, зы 


141 e 6408, (7) 
Sustituyendo kg=—6—1 en el sistema (3), hallamos: 
Pat, з е1—1. 


Obtengamos el segundo sistema de las soluciones (8): 
цеен, ¿Ple 
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Escribimos en otra forma la solución (7) 


200 ett (cos t +1 sent), т}! =(1-+ i) e78 (cos 1-1-1 sen 1) 
6 


200 =е-®! cos 1-Һ1е-% sent, 

200 = e76! (cos 1— зеп 1)--1е-%! (соз t+ зеп 1). 
Escribimos en otra forma la solución (8'): 

xp —=е-% cos t — ie! sen 1, 

ж{! =e781 (cos (—sen 1) — 1278 (cos t4-sen t). 
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Como los sistemas de las soluciones particulares podemos tomar las partes 
reales e imaginarias por separado 
| (9) 
11 Сует! cos 24 Сев! sont, 


а= Сүе-%! (cos t— sen 1) -}-Cae7®! (cos t+ sen 1). 


ZP e cost, 


I9 = e-t! sen t, 359 = e76! (cos t-+ sen 1). 


La solución general del sistema es: 


De modo análogo se puede hallar la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superiores con coefi- 
cientes constantes. 

En la mecánica y la teoría de circuitos eléctricos se estudia, por 
ejemplo, la solución del sistema de ecuaciones diferenciales de 
segundo orden 


СҮ = ayt + ашу, 
, (10) 
e = ant + ашу. 


Luego buscamos la solución en la forma: 
зач, уре. 


Introduciendo estas expresiones en el sistema (10) у simplificando 
рог e", obtenemos un sistema de ecuaciones para determinar 
а, Вуд: 


(ан — K) a + anp = 0, } an 
ама + (ав — k’) p = 0. 

Siendo a y ф distintas de cero, se determinan solamente cuando el 
determinante del sistema es igual a cero: 


аа— аш 


= ах =00; (12) 


Esta es la ecuación característica para el sistema (10). Es la ecua- 
ción de cuarto orden respecto а К. Sean Кү, ko, ka, ką sus raíces 
(supongamos que las raíces son diferentes). Para cada raíz k; del 
sistema (11) hallamos los valores de a y б. Igual que en el caso (6) 
la solución general tiene la forma: 


х= Ca M y a a ao 
y= Сен +. Pe y pt ego 
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Si entre las raíces hay unas complejas, a cada par de raíces 
complejas en la solución general corresponden las expresiones de 
la forma (9). 


Ejemplo 3. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 
dy 
а ЕЁ 


ge Solución. Езсгїһашөз la ecuación característica (12) y encontremos sus 
raíces: 


12 —á 
1 i=j 
к=, ka=—i, kg=V3, k=- ИЗ. 
Buscamos la solución en la forma: 
20-а, уа Ве, 
aD met, y» Вейн, 
Pr уре 3, 
soma КЗ, yop VE, 
Del sistema (11) encontramos а y Bu; 


abi, Pp 


$ 

amar pa, 
ph, 
ве. 


Escribimos las soluciones complejas: 


rb=ei=cost 4 isent, y (cos 1 4-і sen 1), 


20006-00081 —1 зеді, y% (cos 2—1 sen 1). 


por separado forman las soluciones: 


Las partes real e imaginaria, tomad 


TM=cost, y 


4. 
gosb 


Z®=sent, y = sent. 


Escribimos, ahora, la solución general: 
z=C,c0st+Czsent4+CV 3 Сие, 


у=су{ cost 1 Casen Со =б,деЕК®, 
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Observación. No hemos analizado aquí el caso de raíces múl- 
tiples de la ecuación característica que está fuera de las tareas del 
libro presente. 


$ 31. NOCION SOBRE LA TEORIA 
DE LA ESTABILIDAD DE LIAPUNOV 


Como las soluciones de la mayoría de las ecuaciones diferen- 
ciales y de los sistemas de ecuaciones no se expresan mediante fun- 
ciones elementales o cuadraturas, en estos casos, para resolver las 
ecuaciones diferenciales concretas, se usan los métodos de integra- 
ción aproximada. Ya hemos dado algunas nociones de estos métodos 
en el $ 3 (capítulo XIII tomo 11); otros métodos los analizaremos 
en los $$ 32-34 y también en el capítulo XVI. 

La deficiencia de estos métodos es que ellos dan sólo una solu- 
ción particular; para obtener otras soluciones particulares es preciso 
realizar de nuevo todos los cálculos. Conociendo una solución par- 
ticular, no se puede juzgar sobre el carácter de las otras soluciones. 

En muchos problemas de mecánica y técnica tiene importancia 
saber no los valores concretos de la solución correspondientes a los 
valores concretos dados del argumento, sino el carácter de varia- 
ción de la solución cuando cambia el argumento y, en particular, 
cuando éste crece indefinidamente. Por ejemplo, tiene importancia 
saber, si las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales 
dadas son periódicas, o si ellas tiendén asintóticamente hacia una 
función conocida, etc. Estos problemas son de la teoría cualitativa 
de las ecuaciones diferenciales. 

La cuestión de la estabilidad de una solución o de un movimiento 
es uno de los problemas fundamentales de la teoría cualitativa; 
este problema fue detalladamente analizado por el célebre matemá- 
tico ruso A. М. Liapunov (1857-1918). 

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales: 


= f(t, x, у), 


t 


dy (1 
e A t 
Ж f(t, z, y) 


Sean х = z (t) e y = y (t) las soluciones de este sistema que satis- 
fagan las condiciones iniciales: 


Ti=o = To, я 
1 
Yi=o= Yo- | @ 
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Sean, además, т = 2 (f) e y = y (0) las soluciones del sistema (1) 
que satisfagan a las condiciones iniciales: 


| «э 


Definición. Las soluciones z = z (1) e у = y (0), que satisfagan 
las ecuaciones (1) y las condiciones iniciales (1”), se llaman esta- 
bles, según Liapunov, cuando + оо, si para todo e > 0, por pequeño 
que sea, existe 6 > 0 tal que para todos los valores de / > 0 se 
verificarán las desigualdades 


120) – 20 1|<е, 
m } (2) 
150 —y(0|<e, 
si las condiciones iniciales satisfacen las desigualdades: 
Zo — T| <8, 
lo — zl ) @ 
lh — y| <ò. 


Aclaremos el significado de esta definición. De las desigualda- 
des (2) y (3) se deduce que, si son pequeñas las variaciones de las 
condiciones iniciales, las soluciones correspondientes varían poco, 
cualesquiera que sean los valores positivos de t. Si el sistema 
de ecuaciones diferenciales describe cierto movimiento, entonces, 
siendo estables las soluciones, el carácter de movimiento varía poco 
cuando los cambios de las condiciones iniciales son pequeños. 


Analicemos esto en el ejemplo de una ecuación de primer orden. 
Sca 1а ecuación diferencial 


Hyh. в) 
Su solución general es la función 
y=Cet4A4. (b) 
Hallemos la solución particular que satisface a Ја condición inicial 
Vimi. (c) 


Es evidente que esta solución, y=1, se obtiene cuando C=0 (fig. 274). 
Encontremos, ahora, la solución particular que satisfaga la condición inicial 


Timo = V0- 
De la ecuación (b) hallemos el valor de C: 
ю=С+1, 
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de donde: ы 
с=ў»—1. 


Sustituyendo este valor de С en la ecuación (b), obtenemos: 
у= (ф—1)е!+1. 
Es evidente que la solución y=1 es estable. En efecto, 
у 0 = 1о 1) 0 41]-1=(0—D et —› 0 
cuando t—>00. 


Fig. 274 


Por consiguiente, la desigualdad (3) se verifica para e cualquiera, 
siempre cuando se cumple la desigualdad 


(v—1)=0< e. 
Examinemos luego el sistema de ecuaciones: 


e = с ду, 
(4) 
dy 
С > 
арте +ь. 


suponiendo que los coeficientes a, b, c, g son constantes у g0. 
Aclaremos a qué condiciones deben satisfacer los coeficientes 
para que la solución z = 0, y = 0, del sistema (4) sea estable. 
Derivando la ecuación primera y eliminando y, obtenemos una 
ecuación de segundo orden: 


de ах dy ат 
а= ad 00 
8 (2а) 
ó 
e dz 
Fa — (b+ cc) de (ag — be)x=0. (5) 
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Su ecuación característica tiene la forma: 
2 — (6 0) А — (ag — be) = 0. (6) 
Designemos las raíces de la ecuación característica por А у Аз. 


Son posibles los casos siguientes. 
1. Las raíces de la ecuación característica son reales, negativas 


y distintas: 
M4 <O, da <0, № Æ №. 
Entonces, 


а= Сеч БС", 
veut Go. 
La solución que satisface a las condiciones iniciales 


а-ал Yl=o=Y 


es: 
q Po + Edo — Toda ht РЕ Zoda — с» — YE з, 
м-№ . y — da 
1 [ава g 
Е м—М (7) 


төх — 0 YB y y gat 
+ он 0а — с) е 1. 


De las últimas fórmulas se deduce que para cualquier e >> 0 
se puede elegir х, e yo suficientemente pequeños de modo que 
para todos t > 0 tenemos: 


[=()|<e, |000 | <e, puesto que еч 1 y ег'<с1. 


Por tanto, en este caso la solución т = 0, y = 0 es estable. 
ean А = 0, А < 0. En este caso: 


а=, С", 
а= 10,006 Ch 


у, como en el caso anterior, la solución es estable. 
3. Sea №, = А, < 0. En este caso: 


ж== (С, + Сз)“, 
y= Ci u+ Cl H ut — ау. 
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Puesto que 
tt0, e*>0, cuando і оо, 


entonees, para C, y С» suficientemente pequeñas (es decir, cuando 
Zo е yo son suficientemente pequeños) será: 


Iz(t)|<ee |y(t)|<e para cualquier £>0. 


La solución es estable. 
Мм = № = 0. En este caso tenemos: 


z= C, + Cat, 
1 
„=-у1— Cs 6. — Си]. 


Vemos que por pequeña que sea Cz 52 0, tanto z, como y tienden 
al infinito (cuando 2 — оо), es decir, la solución ез ines- 
table. 
5. Supongamos que por lo menos una de las raíces А, у А sea 
positiva, por ejemplo, A, > 0. 
De la fórmula (7) se deduce que, por pequeños que sean 
z0 e yo, si 
сто + 8yo — 200 # 0, 
es decir, si С; 3 0, entonces | = (t) | + оо cuando t —> оо. 
Por tanto, en este caso la solución también es inestable. 
6. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 
la parte real negativa: 
M=a + ip } 
O 0 
En este caso: 


Се" sen (Bt + б), А 
(8) 


т 


y=2 Ce [fa — e) son (Bt + 8) + Bcos (B+ 8) 
Es evidente que para todo e>0 se puede elegir 20 e yo de tal 


modo que sea |[C|<e y leel+iBl o, y, Por consiguiente, 
14] E 


lz l<e e ly() |<e. 


La solución es estable. 
7. Las raíces de la ecuación característica son números puramente 


imaginarios: 
м = Pl, А = —Bl. 


124 Ecuaciones diferenciales 


En este caso: 


=C sen (Bt + б), 


y=AClpcos(pr+ 6) — csen (Bt -+ 5)], 


es decir, z (t) e y (t) son funciones periódicas de /. Como en el caso 
anterior verifiquemos que la solución es estable. 

8. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 
la parte real positiva (а > 0). 

De las fórmulas (8) se deduce que por pequeños que sean 
Zo € yo (es decir, por pequeñas que sean С = 0), las magnitudes 
[z (0 | e ly (0 | pueden tomar los valores grandes cualesquiera 
que sean, cuando / crece, puesto que е —- оо cuando t —> оо. La 
solución es inestable. 

Para dar un criterio general de la estabilidad de la solución 
del sistema (4), procedamos de la manera siguiente. 

Escribamos las raíces de la ecuación característica en forma de 
los números complejos: 


MAHA, Ao = Aa A Da 
(si las raíces son reales, 13% = 0 y AJ* = 0). 

Representemos las raíces , de la ecuación caract ica mediante 
los puntos en el plano de la variable compleja 2*2**, Entonces, 
partiendo de los ocho casos examinados, se puede formular la con- 
dición de estabilidad de la solución del sistema (4) en la forma 
siguiente: 

Si ninguna de las raíces ^4, àz de la ecuación característica (6) 
se encuentra a la derecha del eje imaginario y si por lo menos una 
de las raíces es distinta de cero, la solución es estable; si ambas raíces 
son nulas o por lo menos una de las raíces está a la derecha del eje ima- 
ginario, la solución es inestable. 

Examinemos ahora el sistema más general de ecuaciones: 


a+ gy + Р(х, у), 
(4) 
= ах + by + Q(z, y). 


Aparte de los casos excepcionales, la solución de tal sistema no se 
expresa mediante las funciones elementales y las cuadraturas. 

Para determinar que las soluciones de este sistema son estables 
o inestables, las comparan con las soluciones de un sistema lineal. 
Supongamos que cuando х + 0 е y— 0, las funciones Р (z, y) 
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y Q (z, y) también tienden a cero con mayor rapidez que p, donde 
р= Из + y5; en otras palabras 

lim 26 Do; lim LE Y 
o=o p озо p 


Entonces se puede demostrar que aparte de un caso excepcional, 
la solución del sistema (4) es estable siempre y cuando lo es la 
solución del sistema 


Z ert gn 
(4) 
dy 
ди by, 
a OY 


y ез inestable siempre y cuando es inestable la solución del siste- 
ma (4). La excepción es el caso, en que ambas raíces de la ecuación 
característica se encuentran en el eje imaginario. Entonces es 
mucho más difícil resolver el problema de la estabilidad o inesta- 
bilidad de la solución del sistema (4'). 

А. М. Liapunov *) analizó el problema de la estabilidad do las 
soluciones de los sistemas de ecuaciones partiendo de las suposicio- 
nes bastante generales respecto a la forma de estas ecuaciones. 


$ 32. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN POR EL MÉTODO DE EULER 


Examinemos aquí dos métodos de solución numérica de la 
ecuación diferencial de primer orden. En este párrafo analicemos 
el método de Euler. 

Hallemos la soluc; 


ón aproximada de la ecuación 


di 
A) (0 


en el segmento [zo, b] que satisfaga la condición inicial: у = yo 
рага т = хо. Dividamos el segmento [zo, b] mediante los puntos 
«+ Ta = Б en n partes iguales (aquí, т < тү < 2; 
).  Designemos: zı — Tọ = zs — %4 =... 
Аг = h, por tanto, 


h=2% 


n 


*) А. М. Liapunov. «Problema general de la estabilidad de movimien- 
to», 1935, 
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Sea y = q (2) cierta solución aproximada de la ecuación (1), y 


Yo = Фф (2), Y = Q (2), - - -s Yn = P (5). 
Designemos: 
Ayo = Ya — Yo Ayi = — Yn - -s AYn-t = Yn — Yni- 
En cada uno de los puntos Zo, 21, ..., х, en la ecuación (1) susti- 
tuyamos la derivada por la razón de diferencias finitas: 
Ay 
L Ha, Y, 2, 
pe Hz, y) (2) 
Ау =f (z, y) Az. (2) 
Cuando z = хо tenemos: 
A 
Le L f (zo Yo, Ayo= f (Zo Yo) Ат 
Ar 


ó 
Ys Шо = Í (Zo, Yo) h. 

En esta igualdad zo, yo, h son conocidos, Por tanto, hallamos: 
Ya = Yo + Í (20, Yo) h. 

Cuando z = z, la ecuación (2) toma la forma: 


Я Ay = Í (2, y) h 
ó 


Y2 — уа = Í (Zn Yı) h, уз = Y + Í (аа, Y) В. 


Aquí tenemos conocidos т, yı, һ y determinamos yo. 
De modo análogo encontramos: 


Ys = Ya + Í (тә Y2) h, 


Yn = ла + Í (аа-а, Ма-а) В. 
Pues hemos hallado los valores aproximados 


0 X% X хә ху X dela solución en los puntos zo, 21, ..., Tn. 
Uniendo en el plano de coordenadas los pun- 
Fig. 275 tos (хо, Yo), (т, Y1), - - -» (2, Yn) mediante 


los segmentos de recta obtenemos una línea 

quebrada que es la representación aproximada de la línea inte- 
gral (fig. 275). Esta línea se llama linea quebrada de Euler. 

Observación. Designemos por y = qa (т) la solución aproximada 

de la ecuación (1) que corresponde a la línea quebrada de Euler 
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cuando Az = k. Se puede demostrar que, si existe una solución 
única y = ф* (z) de la ecuación (1) que satisface a las condicio- 
nes iniciales y está definida en el segmento [zp, b], entonces 
lim | Pa (2) — ф* (2) | = 0 para todo z del segmento [zp, bl. 
+0 


Ejemplo. Hallar el valor aproximado de 1а solución de la ecuación 

И =у+ г, 
para z = 1, que satisfaga а la condición inicial: yo = 
Solución. Dividamos el sogmento [0,1] en 10 partes mediante los puntos 


zo =0; 0,1; 0,2; ...; 1,0. Por tanto, А = 0,1. Determinemos los valores 
и» V2» +» -» Yn Por la fórmula (2): 


cuando zo = 0. 


Ayn == (yn + zh) h 


уаз = Un F (ик H za) ho 
De este modo obtenemos: 


n=14 (1+ 0)-0,1 
1,14 (1,1-+ 0,1)-0, 


1+01=14,1, 
1,21, 


Durante la solución formemos la tabla: 


Vich xp Aun = (Uy ЕД 
1,000 0,100 
1,200 0,120 
1,420 0,142 
1,620 0,162 
1,924 0,1924 
2,2464 0,2216 
2,5380 0,2538 
2,8918 0,2812 
3,2730 0,3273 
3,7003 0,3700 


3,1703. La solución precisa 


Hemos encontrado el valor aproximado y | y-, 
ones iniciales indicadas es: 


de la ecuación dada, que satisface las condi 


у= 2е®—:—1. 
Por consiguiente, 
иаа = 2 (e — 1) = 3,4365. 
0,2662 _ Е 
agas = 00172 8%. 


El error absoluto es 0,2662, el error relativo es 
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$ 33. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIA LES 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS, 
BASADO EN EL EMPLEO DE LA FFRMULA DE TAYLOR. 
METODO DE ADAMS 


Busquemos de nuevo la solución de la ecuación 
y = f (z, y (0 
en el segmento (Zo, b] que satisface a la condición inicial: у == yo, 


cuando = = го. Introduzcamos las designaciones necesarias рага 
lo sucesivo. Los valores aproximados de la solución en los puntos 


Lo Zp Za +- < En 
serán 
Yor Ya» Ya Un. 
Las primeras diferencias o las de primer orden son: 
Ayo = уе о Ду = уа +, Yna = Уа Yn- 

Las segundas diferencias o las de segundo orden son: 

Ayo == Ayı — Ayo = Ya — 41 + Yor 
а ya + yn 


Азу а= Луп а — Айп-а = Yn — Yni + Yne- 
Las diferencias de las segundas diferencias se llaman diferencias 
de tercer orden, etc. Designemos los valores aproximados de las 
derivadas mediante y% yi, ..., Yi los valores aproximados de 
segundas derivadas, mediante у, 07, -.., у, etc. De modo ап 
logo determinemos las primeras diferencias de las derivadas: 
Ауу = уу Ал Yi Yo y Айа = Yn Yasi 
las segundas diferencias б. las derivad: 
Ay = Ayi — Aya Абу, = Ду — Ли, 


ES AS 
etc. 
Escribamos, ahora la fórmula de Taylor para solucionar la 
ecuación en la vecindad del punto = == ту (tomo I, сар. IV, $ 6, 
fórmula (6)): 


2 
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En esta fórmula yo está conocido y los valores de las derivadas 
Ур Yp - - - determinamos de la ecuación (1) del modo siguiente. 
Sustituyendo los valores iniciales лу e yo en el segundo miembro 
de la ecuación (1), hallamos y;: 4 


Vo= f (Zo Yo). 
Derivando los términos de la ecuación (1) respecto a z, obtenemos: 
„01 07 „ 
РС АЕ ИРД (3) 
ачаа әу (9) 
Introduciendo en el segundo miembro los valores de Zo, Yo, Yo 
hallamos: 
ЛЕА ) 
dd (2 ау e 


Derivando una vez más la igualdad (3) respecto а х y sustituyendo 
los valores de zo, Yo, Yo» Ys) encontramos у,’'. Continuando de 
esta manera*), podemos hallar los valores de las derivadas de cual- 
quier orden рага z = zp. En el segundo miembro de la fórmula 2 
son conocidos todos los términos a excepción del término comple- 
mentario R,,. De este modo, menospreciando el término complemen- 
tario, podemos obtener los valores aproximados de la solución para 
cualquier valor de z; la precisión de los mismos depende de la mag- 
nitud | z — zo | y del número de los términos del desarrollo. 

En el método dado abajo, determinemos por la fórmula (2) 
sólo unos cuantos primeros valores de y, cuando | = — т, | es peque- 
ño. Determinemos los valores de y, e y, рага z; = xy + ћ y para 
ж; = ту + 2h, tomando cuatro términos del desarrollo (yọ está 
conocido de las condiciones iniciales): 


И ИТЕ 
Y= Yo + h+ g Yo» 4%) 
2h. (W? RAY „ A 
= О 207, (а 


Consideremos, pues, que son conocidos tres valores**) de la fun- 
ción: Yo, yı, уз. Basándonos en estos valores y utilizando la ecua- 
ción (1), determinamos: 


Шо ў (to Yo), Yi=1H(%4 Y), == (te Ya. 


*) En adelante supongamos que la función f (=, y) es tantas veces deri- 

vable respecto a z e y, cuantas veces sea necesario en nuestros razonamientos. 

**) Si tratamos de encontrar la solución con mayor exactitud, necesitamos 
calcular más que los primeros tres valores de y. 


9530 
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Conociendo y;, y;, у;, podemos determinar Лу, Ay;, A*y;. Los resul- 
tados del cálculo anotemos en la tabla: 


[>= [= 


х | v v 
zo Yo Yo 
ЫВ AY 
.—.+h и # | К? 
| Avi 
z= 7042h Ya и ш 
2n-2=20+(k—2) h Un-2 U-2 
| as 
Tp 170) (k— 1) h Ya Vhs | А-2 
| EZ 
ap=zo-+ kh | Un ГА 


Supongamos, ahora, que conocemos los valores de la solución 


Yor Ша, Иг, + - >» Yre 
A base de estos valores, utilizando la ecuación (1), podemos cal- 


cular los valores de las derivadas 


Yo Yi Ya 


y, por consiguiente, 


Ayo, Ай, 


No Ai .. 


№. 


‚ А-а 


Ayro 
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Determinemos el valor de ул +: por la fórmula de Taylor, haciendo 


а=тк, T= Try Lp Hh: 


СИНЕ. A Аы һ" 
Yn = р мра раи БАИ + Rw 


Limitemos en nuestro caso соп cuatro términos del desarrollo: 


ГЫ 


Мы ntr ъъ. К. (5) 


En esta fórmula у; e уў son desconocidos. Tratemos de hallarlos 
mediante las diferencias conocidas de primer y segundo órdenes, 

Presentemos previamente y}, por la fórmula de Taylor, hacien- 
do a = Zp, z — а = —h: 


2 , —h „ h? „ 
misht a A и, (6) 
e yi-2, haciendo а = zp, 2— а = —2h: 
2hy pa 
Y ey 28 1 Pi y Y (7) 
Do la igualdad (6) hallamos: 
==? y — (8) 


1 


Restando de los términos de la igualdad (6) los de la igualdad (7), 
obtenemos: 


P » е к„ ЗК 
a — №2 = Aa g YA — 3 Y (9) 


De las (8) y (9) hallamos: 
Aria Дуро = Aia = Mk, 


á 
ii r (10) 
Poniendo la expresión уу” en la ecuación (8), tenemos: 
p Mia y Ni 
= HE р E, 11 
Ye г + 2h (11) 


ge 
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Así, hemos hallado y; e yx. Poniendo las expresiones (10) y (11) 
en е] desarrollo (5), obtenemos: 


Ж Жы Эй. 
Ye = a q h y Айа р А-2. (12) 


Esta es la llamada fórmula de га de cuatro términos. La fórmu- 
la (12) permite determinar уд:;, conociendo Ya, Y¡-t+ Ya-2- Así, 
si conocemos yo, yı € уг, podemos hallar уз y luego Yu, yss... 


Observación 1. Indiquemos sin demostración, si existe en el 
segmento Ízo, b] una solución única de la ecuación (1), que satisface 
las condiciones iniciales, el error de los valores aproximados 
determinados рог la fórmula (12), en su valor absoluto, no supera 
a Мһ^, donde M es una constante, dependiente del largo del inter- 
valo yla forma de la función f (т, y) y no dependiente de la mag- 
nitud h. 

Observación 2. Si queremos obtener una precisión mayor del 
cálculo, debemos tomar mayor número de términos que en el desa- 
rrollo (5); entonces la fórmula (12) cambiará del modo correspondien- 
te. Por ejemplo, si en vez de la fórmula (5) tomamos la fórmula que 
contiene cinco términos en el segundo miembro, es decir, si añadimos 
un término de orden h*, entonces, en lugar de la fórmula (12) obte- 
nemos de modo semejante la que sigue 


LAO 5h (2, 3h кз, 
Ys = йк dq АА H ga A + gh 

Aquí, yr+ı se determina mediante los valores ул, Yr-19 Yr-2 € Улз. 
Por consiguiente, para comenzar los cálculos, utilizando esta fór- 
mula, es preciso conocer los primeros cuatro valores: Yo, уз, уг, Ya. 
Al calcular estos valores por las fórmulas de la forma (4), debemos 
tomar cinco primeros términos del desarrollo. 

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 

и =у+=, 
que satisface la condición inicial: 
уо=1; cuando zp=0. 

Determinar los valores de la solución рага ==0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solución. Utilizando las fórmulas (4) у (4%, hallomos, al principio, 
ys e yz. De la ecuación y los datos iniciales obtenemos 


Y +2) go Yo +0=14-0=1. 
Dorivando la ecuación dada, tenemos: 
=y. 
= +0 6=1+1=2. 


Por tanto, 
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Derivemos una vez más: 


y=y. 
Por consiguiente, 
и =шй=?. 
Poniendo en la ecuación О los valores de yo, yó, y3 у h=0,1, obtenemos: 
mr 0, 24045 =1,1103. 
De modo análogo, para *=0,2 obtenemos: 
a 02 4 02% „, (0,23 „_ 
мА TS DA ара = ИД. 


Conociendo yo, Ys, ут а base de la ecuación, hallamos: 
у= 0+0=1; 
vi=41-+0,1=1,1103+-0,1=1,2103; 
уз = уг 4-0,2 1,24264-0,2-— 1,4426; 


уў = 0,2103; 
Ау; = 0,2323; 
Азу, = 0,0220. 
Los valores obtenidos anotemos еп la tabla: 
= и ГА ay” Aly” 
2p=0 vo =1,0000 | | 
| Ayy = 0,2103 
2 =0,4 | м=1,1103 | yi=1,2103 | Аў = 0,0220 
| Ау; =0,2323 
23=0,2 | yr=1,2426 1,4426 | Азу =0,0228 
Ау; = 0,2551 
r3=0,3 | Ya=1,3977 ya=1,0977 | 
| 
2,=0,4 | Ya=1,5812 | 
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Según la fórmula (12) encontramos уз: 
5-0.1) 
12 


Encontremos ahora los valores de y4, Ayi, А2у;. Usando de nuevo la fór- 
mula (12), hallamos у: 


эз=1,24264-°}1-1,4426--%,1.0,2323-+- 


+0,0220 = 1,3977. 


n=1,3977 +% -1,60774 hE- 0,2551 -H5 -0,1-0,0228= 1,5812. 
La expresión exacta de la solución de la ecuación dada es: 
у= 2068—24. 
Рог consiguiente, у= 2606 — 0,4 — 1 = 1,5836. El error absoluto 
ев 0,0024; ol error relativo es {ге = 0,0015 ~ 0,15%. (El error absoluto 


del valor de у, calculado por el método de Euler, es 0,06; el error relativo es 
0,038 ~ 3,8%). 


Ejemplo 2. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 
v=p+a, 


Yo = 0, cuando zp = 0. Determinar los 
1; 0,2; 0,3; 0,4. 


асе a la condición ini: 
а solución para z = 


Solución. Hallemos: 
уо==024-02=0,  yip=(Quy +22) 0 
Según las fórmulas (4) у (4) obtenemos: 


0, 09.0 = (2072--200' 2). 2. 


з 
„= 24%. 20,003, =”. 20,00%. 
Do la ecuación encontramos: 

уь== 0, и; = 0,0100, yz=0,0400. 


Basándonos еп estos datos, formamos los primeros renglones de latabla, 
luego, utilizando la fórmula (12), determinamos los valores de ya е y4- 


¿Ts [e 


A?y¿=0,0200 
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Ay” Ary 


Ay 


z¿=0,2 | y2=0,0026 


A?y;=0,0201 


z3=0,3 | 02=0,0089 | y¿=0,0901 


z,=0,4 y, =0,0204 


E 
Е 


Азі, 


уз =0,0026--0,1.0,0400--0;7.0,03004-0,-01:00200— 00089, 


y=0,00894 2t -0,0901 492. 0,0501+z-0,1-0,0201 =0,0204. 


Notemos que las primeras cuatro cifras exactas on у, son: уц = 0,0213. 
(Este resultado podemos obtener usando otros métodos más exactos y la eva- 
luación del error.) 


$ 34. METODO APROXIMADO DE INTEGRACION DE LOS SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


Los métodos de integración aproximada de las ecuaciones dife- 
renciales, analizados en los $$ 32 y 33, podemos aplicar también 
para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden. Examinemos aquí el método de diferencias usado para solu- 
cionar los sistemas de ecuaciones. Analicemos aquí el sistema de dos 
ecuaciones con dos funciones desconocidas. 

Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones 


d 
= № (z, y, 2), (0 
dz 
aha» D 


que satisfagan a las condiciones iniciales у = Yo, 2 = Zo, cuando 
2 = to. 
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Determinemos los valores de las funciones y y z para los valo- 
res del argumento: To, Ty, Tz, ..., Thy Thet, ---, Tne Sea, de nuevo, 


Tam — Tr = Ах = (k=0, 1, 2, ..., n—1). (3) 
Designemos los valores aproximados de la función mediante 


Ио» Yair ++, УА Уво -+ Yn 
y, respectivamente, 


20, 24, sees hy 2а, ++ +1 Zne 
Escribamos las fórmulas recurrentes de la forma (12) $ 33: 


Mc Жуу. ы быы 
W= Ya + й+у Mia ТРА 0) 


Mo Р Б. 2 
ана HT Hg Аа р ААА (5) 


Рага. utilizar estas fórmulas, es preciso saber, aparte de los yo y Zo 
dados, también у, у; 21, Z: Estos valores hallamos por las fór- 
mulas de la forma (4) y (4') $ 32: 


Neza о y 
Y=Y+ 1 Yo + 2 w + эг 


a 
һ=в+ +” + 
2 3 
ааа 
a+ gt E у + 


Podemos aplicar estas fórmulas, cuando conocemos Yi Yo Yo, 
KA 25, 23 que debemos determinar. De las ecuaciones (1) у È ha- 
lamos: 


к= Һ (20, Yor 20), 2,7. (Zo, Yos 20). 


Derivando las ecuaciones (1) y (2) y poniendo los valores de 
жо, Yo, 20, Yo Zo hallamos: 


р ОЛЕ 
ГА (220+ А), 


Método de integración de los sistemas de ecuaciones 137 


аха 


дт 


Derivando una vez más hallamos уу y zę. Conociendo y;, Ya, 21, 22, 
de las ecuaciones dadas (1) y (2) encontramos: 


Yi Ya 0, % Af Ау, Ap Año Аз, Año, 
después de lo cual podemos llenar los primeros cinco renglones 
de la tabla: 


O Y 
K= hn (erer) 


х v v ду Aty | z | т Ar Ad 
zo | vo | ГД | lo % | 
av | 1 | as 
а [а [и ам [а Га ] [4% 
| w] | | эң 
a] va | A | аи Ta 4 | Аз 
| м | | [25 
z3 | Ya | и | | za 3 | 


De las fórmulas (4) y (5) hallemos ys y 2; y de las ecuaciones 
(1) y (2) encontremos y, y 2;. Determinados Лу;, A*y;, Az, Л, 
otra vez de las fórmulas (4) y (5) hallamos y, е ys, etc. 


Ejemplo. Hallar los valores aproximados de las soluciones del sistema 
rentep 


si según las condiciones iniciales zy = 1, cuando z = 0 e yo = 0. Calcular 
los valores de las soluciones para z = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solución. De las ecuaciones dadas encontramos: 


WSE Z= 00 =0. 


Derivando estas ecuaciones, hallamos: 
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Utilizando las fórmulas de la forma (4) y (5), encontramos: 


m0 71.10.04 ©. 1 0,1002, 

m=04+%2.1402 2" -0+ Lor -1=0,2016, 

m1 OL їч, +o > 1 Lee -0=1,0050, 
В a, 1+ CPE. o= 1,0200. 


En virtud de las ecuaciones dadas, tenemos: 


yi = 1,0050, 
21 = 0,1002, 


= 0,0050, 
Ayi = 0,0150, 
Азу; =0,0100, 


Аз = 
Ahora Пепешоз primeros cinco renglones de la tabla: 


25=0,2046, 
0,1002, 
0,1014, 
0,0012. 


= v v ay | Aty’ 

y =0 ю=0 Yo=1 | 
Ay = 0,0050 | 

210,1 | yi=0,1002 | yí=1,0050 | Аз = 0,0100 
Avi =0,0150 | 

z2=0,2 | ya=0,2016 | y¿=1,0200 A2y¡=0,0109 
Ay¿=0,0259 | 
z3=0,3 | y¿=0,3049 | y¿=1,0459 | 
| ==94 | »=0,417 | 
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230,3 | 29=1,0459 


z=0,4 | 2=4,0817 


= ж | x ar м 

20=0 2=1 | щ=0 
| Az¿=0,1002 

2=0,1 | z=1,0050 | =0,1002 Аң, = 0,0012 
| Az¡=0,1014 

абз | аж | 2¿=0,2016 А22; =0,0019 
| Az¿=0,1033 
| 
| 


Do las fórmulas (4) y (5), hallamos: 
va=0,20164-2.. 4,0200+-2:L -0,0150+-<z -0,1-0,0100=0,3040, 
zy=1,00004 2%. 4,2010+4-2 .0,1014-4+ F -0,1-0,0012=1,0450 


y, análogamente: 
0, 0,1 
va=0,30494 42 > 4,04594 => 


0,0259-+ -0,1-0,0109=0,4117, 


з= 1,0450-+.07..0,3049---051. 01033-9: -0,1-0,0010=1,0847. 


Es evidente que las soluciones exactas del sistema dado de las ecuacio- 
nes, que satisfacen a las condiciones iniciales, serán: 


=4 (40, 4er. 


Por eso, las primeras cuatro cifras exactas después de la coma de las 
soluciones son: 


иа 1. (0i — 070) =0,4107, а=} (e044 e-0,4) = 1,0811 


Observación. Puesto que las ecuaciones de órdenes superiores 
y los sistemas de éstas se reducen en muchos casos al sistema de 
ecuaciones de primer orden, el método expuesto es aplicable tam- 
bién a la solución de los problemas semejantes. 
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Ejercicios para el capítulo ХШ 


Demostrar que las funciones indicadas, dependientes de las constantes 
arbitrarias, satisfacen las ecuaciones diferenciales correspondientes: 


Funciones Ecuaciones diferenciales 
1. равопа 1-4 Cemina, SY 4 y совк=-1- sen 2z, 
dyy?_ dy dy а 
2. у=Ск+С—сз, (2) LL + =0. 
dy \2 dy 
s а CA бу. суы; 
3. 19=2024C%, ДЕЗЕ 77 
б. aC dy үт _ азу би 
4 ca а [1 ( s ) ]=е-# e. 


ау 3 ау о 


C; 
5. у=Са+—®+Су. A SY 


Сад Яу „ду 
00.) ir НА 
=i 4 4 
1. у= Сце? а1саепх |. C moaren, (розу EE —aty=0, 
„Ж dy 2 dy 
ias: ata 


Integrar las ecuaciones diferenci con varalesiables separables 9. y dz — 
—zdy=0. Resp. y=Cx, 10. (1-+u)vdu-+(1—v) udv=0. Resp. Inuv-+u— 
==. M1. (14 y) de—(1—2) dy=0. Resp. (14 y) (1—2)=C. 12, (2212) х 


x tato. Resp, tHE Жа 2-60. 43. (y—0)dr+2tdy=0. 


ta 
pa" 
‚ 16. (145%) й — Y 1ds=0. Resp. 2 VT- 


17. dp+ptg0d0=0. Resp. р=С соз. 18. sen Ө соз y d0—cos 0 sen фаф-- 0. 
Resp. cosp=Ccos0. 19. 2048 @8--с%р Ө 4—0. Resp. tg O ig 9=C. 
20. se20 tg pdp-setptg0d0=0, Resp. ѕеп?0--вер? ф--С. 24. (14-22) dy— 
—VI- yl dr=0. Resp. arcsen y 
Xxdz==0. Resp, y Vi—71—2 Y1=y3=C. 23. 3e* tg y de-+(1—e*) so%y дү=0. 
Hesp. tg у==С (1—e%)3, 24. (т— у®х) 4х--(у— х®у) dy=0. Resp. 224-y2=x%%4C. 


4 
Resp. (y—a)=Ce*. 14. zdt—(t?—a?) 4: =0. Resp. :2%=C 


Problemas de la formación de ecuaciones diferenciales 


25. Demostrar que la curva cuyo coeficiente angular de la tangente en 
cada punto es proporcional a la abscisa del punto de tangencia es una parábola. 
Respuesta; y = az? С. 

26. Hallar una curva que pase por el punto (0, —2), de tal modo que el 
coeficiente angular de la tangente on cada punto sea igual а la ordenada corres- 
pondiente de este punto aumentada ер tres unidades. Respuesta: y = е — 3. 
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27. Hallar una curva que pase por el punto (1,1) de tal manera que el 
coeficiente angular de la tangente en cada punto sea proporcional al cuadrado 
de la ordenada de este punto. Respuesta: k(z—1)y—y+1=0, 

28. Hallar una curva para la cual el coeficiente angular de la tangente 
en cada punto sea n veces mayor que la pendiente de la recta que 
une este punto con el origen de coordendas. Respuesta: y = Ст". 

29. Trazar por el punto (2,4) una curva de tal manera que la tangente en 
cualquier punto coincida con la dirección del radio vector construido del ori- 


gen de coordenadas a este punto. Respuesta: y = $ z. 


30. Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
uno de sus puntos, la tangente del ángulo formado pa el radio vector y la 
tangente a la curva sea igual a la magnitud inversa del radio vector, tomada con 
signo contrario, Respuesta: ғ (0 4- 9 = 4. 

31. Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
juntos, la tangente del ángulo formado por el radio vector y la 
a а curva sea igual al cuadrado del radio vector. Respuesta; ri = 
= ( Y 


32. Demostrar que la curva cuya propiedad consiste en que todas sus 
normales pasan рог un punto fijo es una circunferenci: 
33. Hallar .una curva de tal manera que еп cada uno de sus puntos la 
longitud de la subtangento sea igual al doble valor де la abscisa. Respuesta: 


y = су. 


34. Hallar una curva para la cual el radio vector sea igual a la longitud 


de la tangente comprendida entre el punto de tangencia y el eje z. 

Solución. Según la hipótesis del problema з УУЗ VF, de 
dondo: Me Z, 

Integrando obtonemos dos familias de curvas: 


pl, 


35. En virtud de la 1еу de Newton la velocidad de enfriamiento de un 
cuerpo al aire libre es proporcional a la diferencia de las temperaturas entre 
el cuerpo y el medio ambiente. 

Sea la temperatura del aire igual a 20° С; y el cuerpo se enfría de 100° C 
hasta 60% C durante 20 minutos. ¿Qué tiempo se necesita para que la tempera- 
tura del cuerpo baje hasta 30° С? 


Solución. La ecuación diferencial del problema es: Т =щт—). 


Integrando, encontramos: 7 —20==Се%“; Т = 100 рага £=0; T=60 para 1==20; 
1 ys 4 1/20 
entonces, C=80; 400029, X= (-;)"%, por tanto, 7=20+80 (1) 
Haciendo 7=30, encontramos ¿=60 min. 
36. ¿Qué tiempo Т se necesita para que se desagúe el embudo cónico de 
10 cm de altura y ángulo al vértice d = 60° por un orificio do 0,5 сш? en el 
fondo del embudo? 


Solución, Calculemos mediante dos métodos diferentes el volumen del 
agua, que se desagua entre los instantes £ y £-+ At. Siendo constante la velo. 
cidad v del chorro, durante un segundo se derrama un cilindro de agua de altu. 
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ra v y base 0,5 сш. Durante el tiempo А! se desagua un volumen du de agua 
igual а — dv = —0,5 dt = —0,3 Y/2gh dt”). 

Por otra parte, a consecuencia de la salida, la altura del agua adquiere 
un gincremento» negativo dh, y la diferencial del volumen de agua derramada 
ез igual a: 


—dv=nr? а=5 (0-0,7)? dh. 
Así, 
5 (h-+0,7)2 dh = —0,3 V ZER dt, 
de donde 
t=0,0315 (105/2 — һ°/зу -- 0,0732 (10%/2 — һ?/зу 4-0,078 (Y T0— VA). 


Haciendo № = 0, obtenemos el tiempo Т de derrame: 7 = 12,5 seg. 

37. La acción de la fricción sobre un disco que gira dentro de un líquido 
es proporcional a la velocidad angular de rotación w. Hallar la:depondencia 
entre la velocidad angular y el tiempo, si se conoce que la velocidad del disco 
baja do 100 rev/min а 60 rev/min, al pasar 1 min. 


Respuesta; © = 100 B rev/min. 
38. Supongamos que la presión de una columna de aire en un nivel dado 
está acondicionada por la presión de las capas superiores do la atmósfera, Ha- 


Паг la dependencia entre la presión y la altura, si se sabe, que al nivel del mar 
la presión es igual a 1 kg/cm, mientras que a 500 m de altura, es 0,92 К/сш?. 


Indicación: Utilicemos la ley de Boyle-Marriotte que nos dico que la dev- 
sidad de un gas es proporcion presión. La ecuación diferencial del proble- 
ma es: dp = — kpdh, de d р = e-0,0017h, Respuesta: р = e70,00017h, 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas: 
39. (y—z) dz+ (y +z) dy=0. Respuesta: y3+-2zy—z?=C. 40. (2-4 y) dz- 
-+zdy=0. Respuesta: 224 2ry=C. 41. (2+y) dr+ (0—2) dy=0. Hespuesta: 
In (z243) 2—arctg 2 С. 42. zdy—ydr=V FF аг. Respuesta; 1+ 


+2Cy—Ct12=0. 43. (By-+102) de+ (5y+7=) dy=0. Respuesta: (2-+y)x 
3 
Vilos 


«ише. 45. 0—8) di+tds=0. Respuesta: tef =0 ó s=1 nÉ. 


х (224-у)з=С. 44. (2V5i—s)di+tds=0. Respuesta: te 
П 


46. zy? ду = (234-03) dz. Respuesta: у= х Ў 3 In Cz. 47. x cos Y (y dz + ху) = 


=y sen L (z dy—y dz). Respuesta: zy cos L=0. 


Integrar las ecuaciones diferenciales reducibles a las homogéneas: 
48. (Зу — 1 +7) dz— (32 — Ty —3) dy =0. Respuesta (z-i y —1)5 (2—y—1)*=C. 
49. (242441) dz— (2z +4y+3) dy =0. Respuesta: In (de +-8y Y. 5) +- 8y—4z =C: 


50. (+24 +1) de—(27—3) dy=0. Respuesta: In 23) ¿25 =0. 


*) La velocidad v del chorro de agua a través du un orificio que se en- 


cuentra la distancia А de una superficie libre, se da por la fórmula: v= 
= 0,6 Y 2gh; donde, g es la aceleración de la fuerza de gravedad. 
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51, Determinar la curva cuya subnormal es la media aritmética de la abs- 
cisa y la ordenada del punto de esta curva. Respuesta: (т — y)? (z + 2y) = С 

52. Determinar la curva en la que la razón del segmento soparado por la 
tangente en el eje Oy, respecto al radio vector, es una constante. 


Solución. Según la hipótesis del problema 


(5 (< т 

el =) 

53. Determinar la curva en la que la razón del segmento separado por 
la normal en el eje Oz respecto al radio vector sea una constante. 


4 
2+0 zz 


=m, de donde: 


Solución. Según la hipótesis == = т, do donde: 23-+ y2=m* (2—C)%. 
үза 

54. Determinar la curva en la que el segmento separado por la tangento 
en el eje Oy es igual a а sc 0, donde Ө es el ángulo formado por el radio vector 
y el eje бе. 


Solución. Como 1g0=2, y, según la hipótesis у—х 27 =азсб, tene 


з 
VEE, де donde: 


¿[$967 


55. Determinar la curva en la que el segmento separado en el eje de orde- 
nadas por la normal trazada en algún punto de la curva es igual a la distancia 
entre el mismo punto y el origen de coordenadas. 

Solución. El segmento separado por la normal en el eje Oy es igual 


a ич ¿o у, según la hipótes 


и И 73, de donde 22=C (2у--С). 


56. Hallar la forma de un espejo tal que refleje paralelamente a la direc- 
ción dada todos los rayos que salen de un mismo punto 0. 

Solución. Hagamos coincidir la dirección dada con el eje Oz. Sea OM el 
rayo incidente, MP el rayo reflejado y А0 la normal a la curva buscada: 


а=; ОМ=00, NM =y, 
NQ=N0+00= —=4-У =y b= E. 


„ tenemos: 


de donde: y dy=(—z V77F 12) dz; integrando, tenemos 


Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 

57. v- = -1)3. Respuesta: 2y = (х-1-1)&-ЕС (z4 1)? 
Ба y y_z+i К 

58. у' —а- EZ. Respuesta: 


59. (к— т) y" +(272—1) y—ar3=0. Respuesta: y=0ax+Cx УТ 
60. + cost-+ssent=1 Respuesta: s=sent-+C cost. 
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61. а совт sen 2. Respuesta: з= зеп t—1-+Ce7sen t, 


62. 7—1. уел, Respuesta: у ==" (е0). 
63. у'-_-® y=. Respuesta: zy аз С. 


64. v+y=h. Respuesta: еу =: С. 


1 


2x 
z 


1 
65. y+ y—1=0. Respuesta: ua lus) 
Integrar las ecuaciones de Bernoulli: 


66. y'+xy=x3y3, Respuesta: y? (224-1 4- Се) 
—azy?=0. Respuesta: (С YI=28—a) у= 1. 68. Зузу 


. 67. (1—22) y —ay— 
ayi—2—1=0, Res- 


puesta; AMB CO a (241) —4. 69. y (а%у-4- ту) =1. Respuesta: ag- 
ЙҮ La 

=)" polae” «70. (y Inz—2) ydz =z dy. Respuesta; y (Cx-+Inx-4+1) =1. 

71. y—y' соз z= у1соз z (1—sen z). Respuesta: у= ете, 


п-б ' 
Integrar las siguientes ecuaciones en diferenciales totales: 
72. (124 y) de+(2—2y) dy=0. Resp. з ис. 13. (у— 3:9) dz — 
—8у—2) dy=0. Resp. 2y 
=4xy+C. 15. r 
zy 


zy+z3=C. Т4. (уз—>)у'=у. Resp. y= 
1 z? 


4 у 
ch 2] det [Ep] Ф—0 Resp. а L— 


— =C. 16. 2(9xy24223) de +3 (22%y +y2) dy=0. Resp. ri+32%24 


zdz+(2r+y)dy o, 


+=с. т. СЕИ Resp. In (#+)—®— С. 
ШЕ? TEH z?dy—y? dz 
18. (= ES] dr ЭЁ. Resp, ztym Ca, тө, UIC мо, Resp, 
vdz—z dy 


ZV C. 80. zdr+ydy= 


. Resp. 224 y?—2 arctg mi 


a yr 

81, Hallar la curva cuya propiedad consiste en que el producto del cuadra- 
do de la distancia, entre cualquiera de sus puntos y el origen de coordenadas, 
por el segmento, separado en el eje de las abscisas por la normal al pun: 
to mencionado, г igual al cubo de la abscisa de este punto. Respuesta: 
И ШЫГ da envolvente de las siguientes familias de curvas: 


а) y=C24C2, Resp. хї--4у==0. b) y=+C2. Resp. 214 =ду%. су Z — 


А -=2. Resp. 27у = т®. d) С%х--Су—1=0. Resp. уї--4х =0. в) (т—С)з-+- 


+(y—C)2=C2, Resp. z=0; y=0. f) (1—C)l4y2= 

8) (¿—C)14 (у— С)%=4. Resp. (2 —y)2=8. h) Cz? Су =1. +4y 
83. Una recta se desplaza de tal modo que la suma de los segmentos ве 

rados por ella en los ejes de coordenadas es igual a una constante a. Escribir 
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la ecuación de la envolvente de esta familia de rectas. Respuesta: 21/24 y 2 = д\/з 
(parábola). 


84. Hallar la envolvente de una familia de rectas tales que los ejes de 
coordenadas separan sobre estas rectas un segmento de longitud constante a. 
Respuesta; 2134 ya = а%/з, 

x la envolvente de una familia de circunferencias cuyos diámo- 
tros son el doble de las ordenadas de la parábola y? = 2pz. Respuesta: y? = 
=% (z+ $). 


86. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias que tienen sus 


centros en la parábola y? = 2pz y pasan por el vértice de esta parábola, Res- 
Puesto: la cioide азу уз (eF 2р) = À. 


87. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos 
diámetros son cuerdas de la elipse b3z2-4- a%y2=a*b*, perpendiculares al eje 
Oz, Respuesta: aF тт 

88. Hallar la evoluta do la elipse 2252 4- a?y2==a%b2 como envolvente de 
sus normales. Respuesta: (ах)?/%-- (Ьу)*/З == (a2—3)Y3, 

Integrar las siguientes ecuaciones (de Lagrange): 


89, y=21y'+y?. Respuesta: 23h Р: = 


90. у=ху'%--у'?. Respuesta: y=(YzF1+C). La solución singular: 
=0. 

$i „= = UV) + (V)? Respuesta: z=CeP—2p +2; у=С (p41) P — 
EA ну Respuesta; ei 


93, Hallar una curva de normal constani 
Solución singular: y == а. 
Integrar las ecuaciones de Clairaut: 
94. y=zy'+y'—y'?. Respuesta: у=Ст--С—С?, Solución singular: 
4y= (z+ 12 


Respuesta: (1—C)*4y2=a2. 


=0:+ Y1—=C?, Solución singular: 
y -+y'. Respuesta: y=Cx+C. 
97. иаи. Respuesta: ›=бе+-у. Solución singular: y?=4z, 


98. y Respuesta: y=0:-h. Solución singular: y3= 


m., 


99. El área de un triángulo, formado por la tangente a una curva bus- 
cada y los ejes de coordenadas, es una magnitud constante. Hallar esta curva, 
Respuesta: la hipérbola equilátera 4zy =+ а?, Además, cualquier recta do 
la familia y=Cz + a YT. 

00. Hallar una curva tal que el segmento de su tangente comprendido 
entre los ejes de coordenadas tenga una longitud constaute п. Respuesta: 


у= Са E. Solución singular: °/з-4- 9з. їз, 


С 
КАЕ 
101. Hallar una curva tal que la suma de los segmentos separados por sus 
tangentes en los ejes de coordenadas sea igual а 2а. Respuesta: y =Cz— 
E . Solución singular: (y—=—2a)2=8az. 


10-536 
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102. Hallar las curvas tales que el producto de las distancias, desde una 
tangente cualquiera hasta dos puntos dados, sea constante. Respuesta: las 
elipses у las hipérbolas (iayectorias ortogonales е isogonales). 

103. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y — аг". 
Respuesta: z? }- ny? = 

104. Hallar [аз trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 


Ce А 


у? = 2р (х —а) (a ез el parámetro de la familia). Respuest 
de curvas х®— 


105. Hallar las trayectorias ortogonales de la famili 


—y?=« (a es el parámetro). Respuesta: y 


т 
lallar las trayectorias ortogonales de la айн de circunferencias 
ат. Respuesta; las circunferencias y=C (224 

Tor. Hallar as trayectorias ortogonales de parábolas iguales, cuyas 
vértices se encuentran en una recta dad: 'spuesta: si 2p es el parámetro de las 
parábolas у Оу es la recta dada, la ecuación de las trayectorias será y-+C 


17 
# а 
ЗИ 
108. жане las trayectorias ortogonales de las cisoides y2 3 
(е? +- ууз — С (y24-228), 
Hallar las trayectorias Жы уап de las lemniscatas (22 4-02)2 = 
(22—02) al. Respuesta: (224-y2)2 
110. Haliar las trayectorias isogonales de la familia de curvas: =2= 
=2a (у —2 1/3), donde a es un parámetro variablo, si el ángulo constante w 


formado por las curvas de la familia y sus trayectorias es igual a 60°. 
Solución. Hallamos la ecuación diferencial de la familia de curvas y'= 


Respuesta 
109 


Mpapa 
=2-V3 y sustituimos y” por la expresión 


шо y 
Ly tgo 


q= 


obtenemos la ecuación diferencial: La integral 


1+y УЗ 
genera! y?=C (z —y 5) da la familia buscada de 

111, Hallar las trayectorias isogonales de la fam 

Ж 


olas y2= 


=4Cz, cuando w=45°, Respuesta: y2—1y+ оа ce VT 

112. Hallar las trayectorias Жораев de la familia de rectas, у= Сг, 
2V5 arctg”; 
24 yl=e * 


спапдов == 30°, 45°. Respuesta: las espirales logarít Е 
2 аюу 


24 
113. y = Суех -+ Суе-®. Eliminar С, y Сг. Respuesta: у” — у = 0. 
114. Escribir la ecuación diferencial de todas las circunferencias dispues- 
tas en un mismo plano. Respuesta: (1 -+ y'?) y" — Зуу"? = 0. 
115. Escribir la ecuación diferencial de todas hs curvas centrales de 
ado orden, cuyos ejes principales coinciden con los Oz, Oy. Respuesta: 
z (yy + y*) — уу = 0. 
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116. Sea la ecuación diferencial y” — 2y" — у + 2y = 0 y su solución 
general y = CjeX -|- Сре-® + Суезх. 
1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solución general; 
2) hallar la solución particular, si para z=0 tenemos: y=1, y 
E бе--е-=—4е®). 
1 
ay 


y'=—1. Respuesta: y 


y su solución general y= 


117. Sea la ecuación diferencial y” 


2 
ж y (24094 Ca. 
1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solución 


genera 
2) hallar la curva integral que pasa por el punto (4, 2), si la tangento 
en este punto шша соп la dirección positiva del eje Oz un ángulo de 45. 


Respuesta: y= 2 va+i А 


Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales simples de segundo orden 
que se reducen a las ecuaciones de primer orden. 

118. ту” =2, Respuesta: у = 22 ln x +C,22 4 Coz-4 Ca; escribir la solución 
particular que satisfaga las siguientes condiciones iniciales; т=1; у=; 
y'=1; Y=3. 149. y=, Respuesta: y= = Се" STY, 4б. 
120. џ" ау. Respuesta: ах = ln (ау-- Уау + Сү)--С» б y =Сүеах-1Ь-С„е-ах, 
121. у" = -9-. Respuesta: (Ciz +C3)?= Ciy? а. 

En los ejemplos 122-125 escribir la юе п тш quo satisfaga las 
uientes condiciones iniciales; z= 0, 

puesta: у=ех FEDEA pos oluo Ng у ЖМ) 
1 y PLUPO. певана гу +C, ln у= «С Solución particular: 


=Co+Cy sen 2—2—- son 2z, 


Solución particular: y=2senz—senzcoszr—z—i. 125. (y")24(y)2=a2, 

Respuesta: у= Су— а соз (х®--Сү). Solución particular: y=a—1—a cos z; 

y=acosz—(a 4-1). (Indicación. Forma paramétrica у” =a cost, y'= a sen t). 
Š 


126. y" = . Respuesta: y = Д 127. ут = у"2, Respuesta: 


ису) ШС Ca. 128. y'y"—3y'2=0. Respuesta: z= 
= Cay? + Cay 4-Cg. 
Integrar las sis 


у= —1. 124. y"4+y' tgz=sen2z. Respuesta: 


entes ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
constantes: 129. y"=9y. Respuest Сүезк--Се-3х, 130. y” + y=0, Res 

АА сов z-+ В зеп т. 131. y" — y’ — 0. Respuesta: y - q to 132: у” +. 
+4 y”. Respuest Cye3% 4 Coetx, 133. y"—4y'-+4y=0. Respuesta: 
lt 134. y"-+24"-110y =0. Respuesta: у ех (A cos 32 -4- В зеп 32). 

zvm, vā, 

135. у" 4-3у' —2у —0. Respuesta: y=C;e 2 +C ? . 136. бу" — 
А 9y=0. Respuesta: у = (С, Сэл) e /2%. 137. у" -- у'-- у = 0. Respuesta: 


va ac (LE +в (28). 


138. Dos cargas iguales están suspendidas al extremo de un muelle. Hallar 
el movimiento que adquiere una de las cargas si la otra se desata. Respuesta: 


10* 
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2-а соз (у Е ) ‚ donde а es el alargamiento del muelle bajo la acción de una 


carga en el estado de е 
139. Un punto material de masa m es atraido por cada uno de dos contros 
con fuerzas proporcionales a la distancia. El factor de proporcionalidad es igual 
а k. La distancia entre dos centros es 2c. El punto se halla en el instante i 
cial en la línea que une los centros a la distancia a de su medio. La veloci- 
dad inicial es cero. Hallar la ley de movimiento del punto. Respuesta: z = 


(Ж 
=a соз =з}. 
т 

—5y" + 4y=0. Resp. y =Ce* y Oget 4 Ce y Cer, ААА. у" —2у' — 
+ Ж; ==С(е%*--С;ех--Сзе-х, 142, у” — Зау" --За®у' —аЗу =0. 
ех, 143. у —4у” =0. Resp. у= С, Сах +0334 
-2y"+9y Resp. y=(C,cos Y/22+Casen Y 22) e754 
+(Cguos Y 2-С, sen }/2>) ех, 145. ЙУ — 60" 4- 16у =0. Resp. у= Су 

pi 


+Сге-%®--Сугейх-Ъ-Суде-3х, 146. ЙҮ --у-=0, Resp. уе (с. соз Уз + 
К 
E E 
)+‹ (сә соз Vi +C, sen +1) . 


147. УУ — aty = 0. Hallar la solución general y la solución particular 
quo satisfaga las condiciones iniciales para xy == 0, y = 1, у = 0, y” = —al, 
у" = 0. 

Respuesta: solución general: у = Сеч + C6703 4- Сз соз az + Cy sen az. 
Solución particular: yọ == cos az. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 
(hallar la solución general): 


148, y"—7y'--12y=x. Resp. и Слез Сек PERT, 149. —als=t +1. 
Resp. s=Cyent Сова LEA 450, y + y! —2у =8 sen 2z. Resp, у = Сце 
+07 A (б вед22 1-2 с0з22). 151. у" —у =5=--2. Resp. у= Сц Сава 


e 


ap 


—5=—2. 452. э" —2as азе не а e 1). Resp. ае Сце Свеча 


153. y*+6y'+5y=e2%, Resp. y -Cet O e, 154. y"+9y=6e%%, 
Resp. у= Сү cos 32+C¿ зеп З=----е®=, 155, y”—3y'=2—6r. Resp. у= 
+з аъ, 156. у” —2у'--Зу=е-*созт. Resp. y=e* (А соз у22-- В sen 52) 
+37 (5 082—4 0а), 157. y” 4-40 =2 вод 2z, Resp. у= А sen 22 -Всоз2л— 
5. оз 22, 458. y"—4y"+5y'—2y = 22-3, Resp. у= (С Сат) Cea A. 
159. ЏТУ —aty = баїеох sen az. Resp. у = (С, —зеп az) e°% 4 Сзегах 4C cos az + 
ФЕС, зеп ат. 160. Џ1У --2а%у”--а4у —8 соѕаг. Resp. у =(С,4-Сзт) созаг- 
+ (C34 Сат) son az— 7 cos az. 
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161. Hallar una curva integral do la ecuación y”+X*%y=0, que pasa por 
el punto M (zo yo) y toca en este punto a larecta y=z. Respuesta: 


у= уо соз (2—20) + sen k (2—20). 


162. Hallar la solución de la ecuación y"-+2hy"+n%ty=0 
que satisfaga las condiciones iniciales y=a, у'=С para z=0, Res- 


puesta: para h< n, y= eht (е == VR + EE en у.) * 
m er 


para h=n, y=e"*[(C+ah)z4+a]; para Ал, у= 


xen ЛИ 9) _ Cta (Уап) (һа) 
2 Vin 
163. Hallar las soluciones de la ecuación y"-+ пзу = sen pz (р + п), que 


satisfagan las condiciones: y= a, para z=0. Ñespuesta: y =a cos nz- 
08 p2)— hp 
sa nza зеп рг. 


464. Un peso de 4 kg está suspendido en un muelle, aumentando la longi- 
tud de este a 1 cm, Hallar la ley del movimiento de este peso suponiendo que 
el extremo superior del muelle efectúa oscilaciones armónicas según la ley y = 


= son / 100 t, donde y es el alargamiento por la vertical. 


Solución. Sea z la coordenada vertical del peso, medida a partir de Ја 
posición de reposo, tenemos: 


ZT = (2р0), 


donde 2 es la longitud del m 


en estado libre; k = 400, lo que se deduce 
fácilmente de las condiciones 


iciales. De aquí: 
Фр 100 = 100g sen Y/ 1008 t+ 10010. 


Busquemos una integral particular de esta ecuación de la forma: 
4(С, соз Y 100% ¿-+- Сз sen Y TO0E 1) + e, 


debido a que el primer término del segundo miembro de la ecuación entra en 
la solución de la ecuación homogénea. 

165. Según la hipótesis del problema 139, la velocidad inicial es igual 
a vo y su dirección es perpendicular a la recta que une los centros. Hallar las 
trayectorias. 


Solución. Tomando por el origen de coordenadas el punto medio del seg- 
mento entre Jos centros, las ecuaciones diferenciales del movimiento so escri- 
ben еп la forma: 


4°: 
т =k (C—2)—k (C фа) = 202, 


Las condiciones iniciales para 2—0 son: 
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Integrando, hallamos: 
ses (Y Ж), a Ema Eo). 


22 22k 4 
De donde: н! (elipse). 

166. Un tubo horizontal gira alrededor de un eje vertical con una velo- 
cidad angular w constante. Dentro del tubo está colocada una bola que se desli- 
za por él sin fricción, Hallar la ley del movimiento de la bola, si en el instante 
inicial ésta se encuentra en el eje de rotación y tiene velocidad inicial оо (a lo 
largo del tubo). 


Indicación. La ecuación diferencial del movimiento es 227. 


Las condiciones iniciales: r=0, + vo para t=0. 


Integrando, hallamos: г 30-16979). 


Aplicando el método de la variación de las constantes arbitrarias, inte- 
grar las siguientes ecuaciones diferenciales: 


5senz +47 созх 
E ina ai oi 
A 


=C; сов + Су зеп z+ z sen т-}-соз z Ìn cos z. 


 у=С\ү cos z +Cz sen z — `}/сов2х. 


167. y"—Ty'+6y=wsenz. Resp. y= 
168. y”-+y=se x. Resp. 
169. y" +y = 


сов 2x cos 22 ` 
Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales: 
Гарт 1 .С106-Са) y „-Сих—Су), 2240—4024: 
2 = Дрес a HE, 
170. yy +1, Resp. y= 514 +e 1.171. (20)? 


zy 


Resp. C.172 y=zy'24y'2 Resp. VIF14C). Soluciones singu- 


lares: y=0; т--1=0. 173, y” +y=scz. Res 
4-а веп 2 сов 2 а соз х. 174. (1422) y"—zy 


С, сов 2-а зеп z4- 
Resp. у=а2-- 


и 
+0 VTF”. mecca Luya ag „ир; ж g АЗЕ 
ә d æ dr z jl 


2x 
y —4y=e%s0n2z, Resp. у= Сает t4 CatS (sen 22+ 200822). 177. 


“+y—y2lnz=0. Resp.  (Inz+14+Cz)y=1, 178. (2242y —1)dz+ 
Fetra 0. Resp. Е Енн 
+ (1—e%) sé? y dy=0. Resp. tgy=C (1—е®)з. 


a 


Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones: 


180. ¿=1+4 s x-+1. Indicar las soluciones particulares que satis- 


facen a las condiciones: iniciales х= —2, y=0, cuando £=0. Respuest 
у= С, сові + Casen £, z = (Сү--С») cost +(C¿—Cy) sen t. Solución particula. 
т* = соз { — 5еп t, y*= cos t. 
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dz oy YY 
її. 224, Ep 


. Indicar las soluciones particulares que 


satisfacen las condiciones iniciales: ==1, y=1, cuando t=0, Respuesta: 


182. 


184. 


185. 


186. 


189. 


ү соз t+- Ca sen t, 
соз t—sen t, у* = соз 1. 


dx d 


92—973: = зовн, 


dt а 


dz 
gr tyas 


(C1 +Ca)cost4+(C2—C;) sent. Solución particular: 
t 


Respuesta: 2=Cye + Coat, 
у= Слет 43C 4-008 t. 


ау Respuesta: = = Сце! +C! + Сзсова--Сувеп t, 


de 
dix 
ar 
4% 
de 
ах, dy 

rat 


dy e 
9 2-е, 


у= Сце! 4 Сге, — Сз соз і — Сц зеп t. 


Respuesta: х = Сз -- С 4- севе, 
y =C¿—(C1+2C9) t— 


1 1 
-4C 094 p t 


Respues 


y= (C14 Сох) e73, 
z= (Cz—C1— Ст) ете, 


Respuesta: у= Суе?х 4. Сзе72х, 
а= —2(Сү®®—Се-х), 


Respuesta: у = Сү-|}- Сох 4-2. зеп z, 
2=—2C Ca (2741) 
—3 sen х — 2с08 2. 


Respuesta: = = Сце! 4- Сзе?(, 
y= Cath Can, 
AC + Ca) et- Сем, 


Respuesta: 2=Cye 1%, 
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190. Lo Respuestas ‚С, 
a_z 3 
== mac, 


Analizar la estabilidad de la solución z=0, y=0 para los siguientes 
sistemas de ecuaciones diferenc 


я 
П 
dy Respuesta; Inestable, 
uate 
192. ү = irio, 
Respuesta: Estable, 


193. Z- 122+ 18у, 
Respuesta: Inestable, 


194. Hallar los valor ión 


aproximados de la solución de la ecu 


Р que satisfaco a la condición inicial y=1, cuando 2=0. Hallar 
ор valores de la solución para los siguientes valores de z igualos а 0.4; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5, Respuesta: у y =2,114. 


195. Hallar el valor aproximado у, д de la solución de la ecuación 


w + Ly=e*, que satisfaco a las condiciones iniciales y=1 cuando z=1. 


Comparar el resultado obtenido con la solución exacta, 
96. Hallar los valores aproximados гу. еу; de las soluciones del 
sistema до ecuaciones 42 = у— е, LL =—=—3y, que satisfacen а las condi- 


ciones iniciales y=1, cuando £=4 y z=0. Comparar los valores obtenidos 
con los exactos. 


CAPITULO XIV 


INTEGRALES MULTIPLES 


$ 1. INTEGRAL DOBLE 


Sea en el plano Ozy un dominio cerrado*) D, limitado por una 
curva L. 
Sea dada en el dominio D una función continua 
z= Í (z, y). 
Dividamos el dominio D mediante curvas arbitrarias en n 


partes: 

Asi, Asz, Аѕз, ..., А 
(fig. 276) las que llamaremos dominios parciales o elementos. Para 
no introducir nuevos símbolos designemos рог As, ..., As, по 
sólo a los propios elementos, sino también sus áreas. En ca- 
da As, (en su interior o en la frontera), 
elijamos un punto Р,; entonces obtenemos n 


puntos: 
Р,, Pa oo. Prs 


Sean f (Py), f (Pa), ..., f (Pa) los valores 
de la función en los puntos elegidos; 
formemos la suma de productos de la forma 
$ (Р)Ав: 


Үл = f (Pi) Así + f (Po) As2+ - . + f (Pn) Asn = 
= 2 fP) Asi, (4) 
& 


Fig. 276 


que se llama suma integral de la función 
Í (z, y) en el dominio D. 

Si f > 0 en el dominio D, entonces cada sumando f (Р) As, se 
puede representar geométricamente como el volumen de un cilindro 
elemental de base As, y de altura f (Py). 


*) Un dominio D se llama cerrado, si está limitado por una curva cerrada 
y se considera que los puntos, ubicados en la frontera, pertenecen al dominio D. 
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Así, V, es la suma de los volúmenes de los cilindros elementales 
indicados, es decir, el volumen de un cierto cuerpo «escalonado» 
(fig. 277). 

Examinemos una sucesión arbitraria de las sumas integrales, 
formadas con ayuda de la función f (z, y) en el dominio dado D 


быу IES AGO (2) 


para diferentes métodos de división del dominio D en las partes Аз. 
Supongamos que el diámetro máximo de los elementos As; tiende 
a cero, cuando лу ~ оо. En este caso resulta válido el siguiente 
teorema que citemos aquí sin demostración. 


Fig. 277 Fig. 278 


Teorema 1. Siendo f (x, y) una finción continua en el dominio cerra- 
do D, la sucesión (2) de las sumas integrales (1) tiene un límite, si el 
diámetro máximo de As, tiende a cero, mientras que п — œ. Este 
límite siempre es el mismo para cualquier sucesión de la forma (2), 
es decir, no depende del modo de división del dominio en los elementos 
As, ni de la elección del punto P; dentro del dominio parcial Аз. 

Este límite se llama integral doble de la función f (т, y) exten- 
dida por el dominio D y se designa así: 


И f(P)ds ó И Í (2, y) dz dy, 
es decir, 


lím У f (Pi) As: = | į (2, y) dz dy. 
аат 65,0 E D 
Aquí D se llama dominio de integración. 

Si es f (z, у) > 0, la integral doble de f (z, y) extendida por 
el dominio D es igual al volumen Q de un cuerpo limitado por la 
superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 
cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz es la fron- 
tera del dominio D (fig. 278). 
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Examinemos ahora los siguientes teoremas acerca de la integral 
doble. 

Teorema 2. La integral doble de la suma de dos funciones 
Ф (z, y) + y (z, y), extendida por un dominio D es igual a la suma 
de las integrales dobles extendidas por este dominio D de cada una de las 
dos funciones por separado: 


$5 lo (z, у) p(z, Уаз = 55 p(z, y) ds +51 p(z, y) de. 
D D D 


Teorema 3. El factor constante se puede sacar fuera del signo 
de la integral doble: 
si а == const, tenemos: 


$5 ap(z, y) ds=a $1 (z, y) ds. 
D D 
La demostración de estos dos teoremas se efectúa de modo aná- 


logo al que hemos practicado para demostrar teoremas correspon- 
dientes de la integral definida (véase tomo І, $ 3, cap, ХІ). 


Fig. 279 


Teorema 4. Si el dominio D está dividido en dos dominios parcia- 
les D, y Dz, sin poseer puntos interiores comunes, y la función f (х, y) 
es continua en todos los puntos del dominio D, entonces: 


Р, y) асау үү, y)dzdy+ §§ f(z, y)dzdy. (3) 
р Di ы 


Demostración: La suma integral por el dominio D se puede 
representar en la forma (fig. 279) 


УР) Ав = X / (Pi) Asi + у) (Р) Ак, 0] 
р р D 
donde la primera suma contiene términos correspondientes a los 


elementos del dominio D,, y la segunda, términos correspondientes 
a los elementos del dominio D+. En efecto, como la integral doble 
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no depende del modo de dividir el dominio D, dividámoslo de 
manera que la frontera común de D, y Də sea también una frontera 
de los elemetos Аз. Pasando en la igualdad (4) al límite, cuando 
Аз — 0, obtenemos la igualdad (3). Es evidente que este teorema 
es válida para cualquier número de sumandos. 


$2. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE 


Sea un dominio D del plano Оху tal que toda recta paralela а uno 
de los ejes de coordenadas (por ejemplo, al eje Oy) y que pasa por 
un punto interior*) del dominio, 
corta su frontera en dos puntos №; 
y М» (fig. 280). 

Supongamos que en el caso exami- 
nado el dominio D está limitado por 
las curvas: y = Q; (2), y = Ф (x) y las 
rectas, z = а, х = b; que 


Pı (0) < P: (2), a< b; 


y además las funciones q: (2) у Ф (2) 

Fig. 280 son continuas en el segmento la, bl. 

Convengamos llamar tal dominio 

regular en la dirección del eje Oy. De modo semejante se deter- 
mina el dominio regular en la dirección del eje Ох. 

Un dominio regular en las direcciones de ambos ejes de coorde- 
nadas llamemos simplemente dominio regular, La figura 280 da un 
ejemplo de dominio regular D. 

Sea f(z, y) una función continua en el dominio D. 

Examinemos la expresión 


b (х) 
=} (1/6 y) dy )dz, 


la que llamaremos integral iterada de segundo orden de la función 
f (2, y), extendida por el dominio D. En esta expresión al principio 
se calcula la integral entre paréntesis. La integración se realiza 
respecto a y, considerando x constante. Como resultado de la inte- 
gración obtenemos una función continua**) de 2: 


(XS) 
D(z) = | f(z, y)dy. 
eo 


*) El punto interior es un punto del dominio que no se encuentra еп su 
frontera, 


++) Aquí по se demuestra que la función Ф (z) es continua. 
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Integramos la última función respecto а z entre los límites desde 
a hasta b 


To= $ O (2) de. 


En definitiva obtenemos un número constante. 
Ejemplo 1. Hallar la integral iterada de segundo orden 


1/0 
={ (i етта) 4. 
б 
Solución. Calculemos al principio la integral interior, (entre paréntesis): 
0(2)= $ (22402) dy = (rtt y Ja =ззу а o. 


Integrando la función obtenida desde O hasta 1 hallamos: 


{ (++) (+ 11.28 


т + EW 


Determinemos el dominio D. En el caso dado D es un dominio limitado por 
las líneas (fig. 281): 


y=0, z=0, уе, r=1. 


A veces puede ocurrir que el dominio D es tal que una de las funcio- 
nes y = Фф; (2), y = Ф (2) no puede ser dada por una sola expre- 


4 
3 
C 
% 
2 72 
Fig. 281 


sión analítica en todo el intervalo de la variación de z (desde z = a 
hasta z = b). Sea, por ejemplo, а < c <b, y 

Pı (2) = y (z) en el segmento la, с], 

Фі (2) = y (z) en el segmento lc, bl, 
donde y (2) у x (2) son funciones dadas analíticamente (fig. 282). 
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En este caso escribamos la integral iterada de la manera siguiente: 


b px) 
(JS ле, y dy)dr= 
а qx 


с q) b qx) 
=$ ($16 yay)az+ 5 (1 е, 0 dy)ar= 


с е0) 


b р(х) 
=} Сре адас] (3,1, юй). 
а e с хх) 


La primera de estas igualdades está escrita en virtud de la propiedad 
conocida de la integral definida y la segunda, por que en elsegmen- 
to la, c] tenemos q, (т) = y (т) y en el segmento [c, b], q, (х) = x (2). 

Si la función q» (z) es dada por diferentes expresiones analíticas 
en varias partes del segmento (а, Б], la inscripción de la integral 
iterada de segundo orden será análoga. 

Determinemos ciertas propiedades de la integral iterada de 
segundo orden. 


Propiedad 1. Si un dominio D regular en la dirección del eje 
Oy lo dividimos en dos dominios D, y Dz, mediante una recta paralela 
al eje Oy o al eje Oz, la integral iterada de segundo orden Ip extendida 
por el dominio D será igual a la suma de integrales semejantes exten- 
didas por los dominios D, y Dz, es decir, 


1»= 1ь,+ 1ь,. (1) 


Demostración. a) Supongamos que la recta z = с (а < c < b) 
divide el dominio D en dos dominios*) D, y Dz regulares en la direc- 
ción del eje Oy. Entonces 

b е) b с 


Я 
I=} (1 {© 0) f © (3) а | Ф (2) de 0 (2) = 
e фо) b Фб) 

=} (Тл nd)ar+i С лбе, u) dy)dz= In, + Iny 
а бх) с g(x) 


b) Supongamos que la recta у = k divide el dominio D en dos 
dominios D, y Dz regulares en dirección del eje Оу, de modo tal 
como se expone en la figura 283. Designemos por M, у М; los puntos 
de intersección de la recta y = h con la frontera L de D. Designemos 
las abscisas de estos puntos por а, y by. 


*) El hecho de que una parte de la frontera de D; (también del domini 
es un tramo de recta vertical no impide que este dominio sea regular en la dire 
ción del eje Oy. En efecto, para que un dominio sea regular, es preciso sólo 

uo cada recta vertical pasante por un punto interior de ésto, tenga no más 
de dos puntos comunes con la frontera. 
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El dominio D, está limitado por las curvas continuas: 

1) y = фи (а); у a 

2) la curva А, М,М.В, cuya ecuación escribimos convencional- 
mente en la forma 

у= фї (2), 
teniendo en cuenta que Фф? (х) = qa (z) cuando а <= < а у у < 
<= <, y que 
Фі (2) = №, cuando [I< b; 


3) las rectas z = а, z = b. 


Fig. 288 


El dominio Ds está limitado por las curvas 
у= фі (2), у= Ф. (2), donde a << by 


Aplicando a la integral interior el teorema sobre la descomposi- 
ción del intervalo de integración, escribamos la identidad siguiente: 
b gla) 


ъ= КС № dy jdr = 


Ка) * 


DY jala) 
S (5 f(z, 0) ду ў f(z, y)dy)jdr= 
auto si 


b er b = 
= (( = Y dy)dz+[( § f(z, y) dy )dz- 
а ota 


а yr 
eo 
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Descompongamos la última integral en tres integrales aplicando 
el mismo teorema a la integral exterior: 


b в) 


a б) 
(Гло, Ddy)de=} (ү f(e йау)йс+- 
а ок) a atia) 


bs Ф) b 


O) 
+8 CT F, аи) 1 (1 f(e, y а); 
a е O] 


como Ф? (z) = q» (z) en los segmentos la, as] y [b,, b], las inte- 
grales primera y tercera son idénticamente iguales a cero. Por eso: 


ь gr ds ш 
I=j( IAS y) dy)dz+ $ Qe y) dy)dz. 
a q) a e) 


Aquí la primera integral es una integral iterada de segundo orden 
por el dominio D, y la segunda, por el dominio Dz. Por consiguiente, 


Io=1»p, + Ip, 
La demostración será semejante cualquiera que sea la posición 
de la secante MM2». Si la recta M,Ma divide a D en tres o, incluso, 
en mayor número de dominios, obtenemos una relación, análoga 


a la (1) con el número correspondiente de los sumandos en el segundo 
miembro. 


Corolario. Cada uno de los dominios obtenidos podemos dividir 
de nuevo en dominios regulares en la dirección del eje Oy mediante 


ul 


Fig. 284 


una paralela a Oy о a Ox, y aplicar a éstos la igualdad (1). Por con- 
siguiente, se puede dividir D en cualquier número de dominios 
regulares mediante paralelas a los ejes de coordenadas 


Di, Dz, Da, ... Di, 
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en este caso también será válida la afirmación de que la integral 
iterada de segundo orden extendida por el dominio D es igual a la 
suma de estas integrales extendidas por los dominios parciales, es 
decir (fig. 284): 
1=1 +1, +1, +... +1. (2) 
Propiedad 2. (Evaluación de la integral iterada de segundo orden). 
Sean т y М los valores mínimo y máximo de la función f (z, y) en 
el dominio D. Designemos por S el área del dominio D. En este 
caso tenemos la correlación 
b өц) 
mS < $ (0/6 y) dy )dz < MS. (9 
Demostración. Evaluemos la integral interior, designándola 
por Ф (z): 
ө) 


a(x) 
о" ле, dy < | Мау Меш) — 909) 


Obtenemos: 
b a(x) b 
ъ= {С е #а)4е< $ мре) — oi (]dr = MS, 


es decir 
In < М8. (3) 
Análogamente tenemos: 


90) 900 
Ф() = §\ f(z, yd> | тас= т[Ф (х) — Ф (2)], 
mí Фб) 


b b 
1ь= {Ф (z) dz > { т[ф (2) — Ф (4)] dr = mS, 

а a 

es decir, 
Ip > mS. (35 
De las desigualdades (3°) y (3”) se deduce la correlación (3): 
mS < Ip < MS. 

En el párrafo siguiente aclaremos el significado geométrico de 
este teorema. 


Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de 
segundo orden Ip de una función continua f (z, y), extendida por ил 
dominio D del área $ es igual al producto de $ por el valor de la fun- 
ción en cierto punto P del dominio D, es decir. 


b qa 
ў ые y) dy )dz = f (P) 5. (4) 
a эй 


11—536 
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Demostración. De la correlación (3) obtenemos: 
1 
m< y Ip<M. 


El número + Tp está comprendido entre las valores máximo y mínimo 


de la función f(z, y) en el dominio D. En virtud de la continuidad 
de la función f(x, y), ésta toma en cierto punto P del dominio D 


el valor igual a Ж Ip, es decir. 


+ Io=f(P), 
de donde: 
Ip = Í (P) S. (5) 
$ 3. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE (CONTINUACION) 


Teorema. La integral doble de una función continua f (x, y), 
extendida por un dominio regular D, es igual a la integral iterada de 
segundo orden de esta función extendida por D, es decir,*) 


b, o(a) 
рл, y)dzdy= Í ( | f(z, y) dy)az. 
D а la) 
Demostración. Dividamos el dominio D por las paralelas a los 
ejes de coordenadas en n dominios regulares (rectangulares): 
Asi, Аѕг, э» ы. #5 
En virtud de la propiedad 1 [fórmula (2)] del párrafo anterior 
tenemos: 
n 
= ++. H Ian = 2 aw Шш 
'Transformemos cada sumando del segundo miembro utilizando el 
teorema de la medía para la integral iterada de segundo orden: 
Tas =f (Pi) Аз. 
Entonces, la igualdad (1) toma la forma 
n 
Ip= f (Р) Аз, + f (Pa) А+... +f (Pa) Аз = У f (P) Аз, (2 


*) Ре nuevo suponemos que el dominio D es regular en la dirección del 
eje Oy y limitado por las curvas y = Ф, (z), y = Ф: (z) y las rectas z = а, 
==. 
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donde P; es un punto en Аз;. A la derecha tenemos una suma inte- 
gral para la función f (z, y) extendida por el dominio D. Del teo- 
rema sobre la existencia de la integral doble se deduce que el límite 
de esta suma existe y es igual a la integral doble de la función 


(E 
4 


Fig. 285 


Í (z, y) por D, cuando n— оо y el diámetro máximo de los dominios 
parciales As, tiende a cero. 

El valor numérico de la integral iterada de segundo orden Jp del 
primer miembro de la igualdad (2) no depende de n. Por tanto, 
pasando al límite en la igualdad (2), obtenemos: 


lp= lím УУР) Ав =} f (z, y dedy 
diám As¡+0 D 


}1/@ 0 dzdy= 1. (3) 


Esrcibiendo la expresión de la integral iterada de segundo orden 
Ip en forma más detallada, en definitiva obtenemos: 


ь Ф) 
е, даду ( \ (£, v) dy)dz. (4 


Observación 1. Cuando f (т, у) >0, la fórmula (4) toma una 
interpretación geométrica ilustrativa. Analicemos un cuerpo limi- 
tado por la superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie 
cilíndrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz 
sigue la frontera del dominio D (fig. 285). Calculemos el volumen V 
de este cuerpo. Hemos indicado ya que el volumen de este cuerpo 
es igual a la integral doble de la función f (z, y) extendida por el 
dominio D: 

= (т, y) dx dy. 
у=} f(e, y dedy 5 
us 


164 Integrales múltiples 


Calculemos ahora el volumen de este cuerpo utilizando los resulta- 
dos del $ 4, cap. XII, tomo I sobre el cálculo del volumen de un 
cuerpo según las áreas de secciones paralelas. Tracemos el plano 
secante z = const (а < х << b), que corta el cuerpo. Caleulemos 
el área 5 (т) de la figura obtenida en la sección z = const. Esta 


Fig. 286 Fig. 287 


figura es un trapecio curvilíneo limitado por las líneas z = f (z, y) 
(z = const), z = 0, y = qu (2), y = q» (z). Por consiguiente, esta 
área se expresará mediante la integral 

ГДЕ 


S(z)= \ fx, y)dy. (6) 
Pix) 


Conociendo las áreas de las secciones paralelas, es fácil hallar el 
volumen del cuerpo: 


è 
V= Í S (z) dz, 
а 
о, sustituyendo 5 (х) en esta fórmula por su expresión de (6), tenemos: 
b о) 
у=} С} F(z, y) dy Jdz. @ 
а pa 


Los primeros miembros de las fórmulas (5) y (7) son iguales por tanto 
son iguales también sus segundos miembros: 


b Pala) 
е, #4сду= \ ¡ARS y) dy )dz. 


No es difícil aclarar ahora el significado geométrico del teorema 
sobre la evaluación de la integral iterada de segundo orden (la pro- 
piedad 2 del párrafo anterior): el volumen V de un cuerpo limitado 
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por la superficie z = f (=, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndri- 
ca, cuya directriz sigue la frontera del dominio D es superior que el 
volumen de un cilindro de base S y altura т e inferior que el volu- 
men de un cilindro de base S y altura M (m y M son los valores 
mínimo y máximo de la función z = f (z, y) en el dominio D 
(fig. 286). Esto se deduce de que la integral iterada de segundo orden 
Т. es igual al volumen У de este cuerpo. 


Ejemplo 1. Calcular la integral doble $ { (4—х%— у) dz dy, si el domi- 
D 


nio D está limitado por las rectas т=0, z=1, y=0, má. 
Solución. En virtud de la fórmula, tenemos: 


эз i эз ТЧ 
-) [$ @—:—и)4=] а = { [6-и Са 
y 


A (ot) | 


Ejemplo 2. Calcular la integral doble de la función / (=, y)=1+2-+» 
extendida роге el dominio limitado por las líneas: y=—x, z= VJ, у = 2, 
2=0 (fig. 

Solución. 


я 
1 


1 
фо; 


ани de] ay = ў [roti] an 


(rvit) – (ои) ] av 


1 
oenn oenn 2699 
A ч 


8 =. 
vy +075] = 
3 


20? 1 30, 2 22M 715 
a A CI 


Observación 2. Supongamos que el dominio D regular en la 
dirección del eje Oz está limitado por las líneas 


z= y (0), 2=Y (0), y =c, y=d, 
siendo фи (y) < арз (y) (fig. 288). 
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Es evidente, que en este caso tenemos: 
а vin 


SS (z, yardy=5 (Í f(z, y dz)dy. (8) 
D e v) 


Para calcular una integral doble es preciso representarla en 
forma de una integral iterada de segundo orden. Esto se puede hacer 


Fig. 288 Fig. 289 Fig. 290 


por dos procedimientos, utilizando la fórmula (4) o la (8). En cada 
caso concreto, para calcular la integral doble elijamos una u otra 
fórmula según la forma del dominio D o del integrando. 


Ejemplo 3. Cambiar el orden de integración en la integral 


1i (Тено) 


ыа 


Solución. El dominio de integración está limitado por la recta y== 
y 1а parábola =} (fig. 289). 

oda paralela al eje Oz corta la frontera del dominio no más que 
en dos puntos. Por tanto, se puede calcular la integral según la fórmula (8) 
poniendo 


(=й, ф(#ф=» 0<1<t 


entonces : 


I= 10 Hz, y) dz) dy. 


Е 
Ejemplo 4. Calcular SS eds, si el dominio D es un triángulo limi- 


D 
tado por las rectas y=z, y=0, z=1 (fig. 290). 
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Solución. Sustituyamos la integral doble dada por una integral iterada 
de segundo orden, utilizando la fórmula (4). (Si usáramos la fórmula (8), 
y 


tendríamos que integrar la función е“ respecto a z; pero esta integral no se 
expresa mediante las funciones elementales): 


y 1 xy ШИ 
х х y 
{5 FS ($ ш) ar (z) az= 
D 500 o 
1 Е. 
= { z(e—1) ao | 
? ° 
Observación 3. Si el dominio D no es regular en la dirección 
del eje Ox, ni en la del eje Oy (es decir, si existen rectas verticales 
y horizontales que pasan por los puntos interiores del dominio 
y cortan la frontera del dominio en más dos puntos), entonces no 


Y 


7 = 0,859... 


Fig. 291 Fig. 292 


podemos presentar la integral doble extendida por este dominio 
en la forma de una integral iterada de segundo orden. Si logramos 
dividir el dominio irregular D en un número finito de dominios 
regulares Dı, Dz, ..., Р, en dirección del eje Ох ó Oy entonces, 
al calcular la integral doble por cada uno de estos dominios parcia- 
les (con ayuda de la integral iterada de segundo orden) y al sumar 
los resultados, obtenemos la integral buscada extendida por el 
dominio D. 

En la figura 291 se muestra el modo de dividir el dominio irre- 
gular D еп dos dominios regulares D, y Do. 


Ejemplo 5. Calcular la integral doble 
ff erty ds 
D 
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extendida por el dominio D, encerrado entre dos cuadrados con el centro en el 
origen de coordenadas y los lados paralelos a los ejes de coordenadas, si cad: 
lado del cuadrado interior es igual a 2 y el del exterior a 4 (fig. 292). 
Solución. El dominio D es irregular. Sin embargo, las rectas z = — 1 
y z = 1 10 dividen en cuatro dominios regulares D4, Dz, Ds, 24. Por eso: 


Y f + ds =$ f ertu ds $ | eztv ds + | | етту ds- 5 f et ds. 
D Di Da D3 Da 


Representando cada una de estas integrales en forma de una integral iterada 
de segundo orden, hallamos: 


e. E 1.2 
уреа | (| tv dy) асч $ ({ estu dy) ағ 
D -2 -2 -1i í 


n жой шш 
-i -2 1 -2 


е) (CA + (e —e) (ее) (7—08) (0071) + 
+(e? — 072) (e? — e) = (ез —е-3) (e—e71) = 4 senh 3 senh 1. 
Observación 4. En adelante escribamos la integral iterada de 
segundo orden 


ь ©) 
={ (LI y) dy)dx, 


omitiendo los paréntesis de la integral interior, es decir, en la forma: 
b 0) 


=} 5,16 y) dy dz. 


Aquí, (igual que en el caso, en que se ponen los paréntesis) conven- 
gamos que la primera integración se realiza respecto a la variable, 
cuya diferencial está escrita primera y después, respecto a la otra 
variable, cuya diferencial está escrita en el segundo lugar. Notemos, 
sin embargo, que esta- regla no está generalmente aceptada. En 
algunas obras está adoptado el procedimiento contrario: princi- 
pio, la integración se realiza respecto a la variable, cuya diferencial 
ocupa el último lugar*). ч 


$ 4. CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES 
CON AYUDA DE INTEGRALES DOBLES 


1. Volumen. Como hemos visto en $ 1, el volumen V de un 
cuerpo, limitado por una superficie 2 = f (z, y), donde f (=, y) 
es una función no negativa, el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 


) A veces se utiliza también la anotación siguiente: 


ь 9 > Y 
lp=5 (5 f(z, dy) ас} dz | f(z, y) dy. 
НЕЯ ¿a 
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cuyas generatrices son paralelas al eje Oz, y la directriz sigue la 
frontera del dominio D, es igual a la integral doble de la función 
Í (z, y) extendida por D: 


у=}{/@ yds. 


Ejemplo 1. Calcular el жоймай da n cuerpo limitado por las supor- 
ficies z=0, y=0, =+y-+2=1, 2=0 (fig. 293). 
Solución. 


v= s$ (1—2—y) dy dz, 


donde D (rayado en la año: 293) es el dominio en forma triangular del 
plano Оху limitado por las rectas 2=0, y=0, z+y=1. 


Fig. 293 Fig. 294 


Poniendo los límites en la integral doble, calculemos el volumen: 
1 1-х 
4-а 


ше } A $ [u-t Td 


1 
=f lada 
0 


Así, V= unidades cúbicas. 

Observación 1. Si el cuerpo, cuyo volumen se busca, está limi- 
tado por arriba y por debajo por las superficies z = Ф, (z, y) >0 
y z = Ф; (z, у) >0, respectivamente, siendo D la proyección « de 
ambas superficies sobre el plano Ozy, entonces, el volumen V de este 
cuerpo es igual a la diferencia entre los volúmenes de dos cuerpos 
«cilíndricos», el primero de los cuales tiene D como base inferior 
y la superficie 2 = Ф, (z, y), como base superior, y el segundo 
tiene D también como base inferior y la superficie 2 = Ф, (=, y), 
como hase superior (fig. 294). 
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Por eso, el volumen У es igual a la diferencia de dos integrales 
dobles: 


V= [f D(z, y) ds — $| D, (z, vas, 
v= 0,0, Y — O: (r, 01 ds. a) 


Es fácil demostrar que la fórmula (1) es válida no sólo cuando 
Ф, (х, y) y Ф, (х, y) son funciones no negativas, sino también, 
cuando Ф, (z, y) y Ф, (т, y) son 
funciones continuas arbitrarias que 
satisfacen la correlación: 


Ф, (z, y) > Ф (z, y). 


Observación 2. Si la función 
f(z, y) cambia de signo en el 
dominio D, divida nos a éste en dos 
dominios: 1) doninio D,, donde 
Í (т, y) >0; 2) dominio D, donde 
f(z, у) < 0. Supongamos que D, 
y Dz son tales сле por estos domi- 
nios existen las integrales dobles. 
En este caso la integral por el 
dominio D, será positiva e igual al 
volumen del cuerpo dispuesto por 

Fig. 295 encima del plano Оху. La integral 

extendida por D, será negativa 

e igual por su valor absoluto al volumen del cuerpo dispuesto 

por debajo del plano Ozy. Por consiguiente, la integral extendida 

por el dominio D expresará la diferencia de los volúmenes corres- 
pondientes. 


у 
pi 


2. Cálculo del área de un dominio plano. Si formamos una suma 
integral para la función f (z, у) = 1 por el dominio D, obtenemos 
el área 


S= J 1.As, 
= 


cualquiera que sea la división. Pasando al límite en el segundo 
miembro de la igualdad, obtenemos: 


5= 55 dx dy. 


Si el dominio D es regular (véase, por ejemplo, fig. 280), el área 5 
se expresará mediante la integral interada de segundo orden 
ь Ф) 
s=J(J y dy)az, 


a ok 
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Después de la integración de la integral entre paréntesis, tenemos: 


è 
S = } [о (2) — q, (2)] dz, 
(véase $ 1, cap. XII, tomo 1). 
Ejemplo 2. Calcular el área de un dominio limitado por las curvas 
y=2— 7, у= 2. 
Solución. Determinemos los puntos de intersección de las curvas dadas 


(tig, 295). Las ordenadas de dos curvas son iguales en el punto de intersección, 
es decir, 


2=2—2%, 
de donde: 22 z—2=0, =, = —2, 
Hemos obtenido dos puntos де їшїөгзєсс 
М, (2, —2), M: (1, 1). 
Por tanto, el área buscada es: 
1 2x2 
a22 


= ( $ dy) dz f e-nnan [e 


$ 5. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS POLARES 


Sea dado еп el sistema de coordenadas polares 0, p, un dominio D 
tal, que todo rayo*) pasante por un punto interior de D corta la 
frontera del dominio no más que en dos puntos. Supongamos tam- 
bién que el dominio D está limitado por las curvas р = Ф, (0), 
р = 0, (0) y los rayos Ө = а, y 0 = В, siendo Ф, (0) < Ф, (0) 
y a< В (fig. 296). Diremos que un dominio tal es regular. 

Sea dada en el dominio D una función continua de las 'coorde- 
nadas Ө y p: 

z= F (0, p). 
Dividamos arbitrariamente D en los dominios parciales Аз, Asz, . . . 
sio en АҺ. 

Formemos la suma integral: 


Vn = 2, F (P3) Ash 0) 


donde Р, es un punto en Азу. 
Del teorema sobre la existencia de la integral doble se deduce 
que cuando el diámetro máximo de As, tiende а cero, la suma inte- 


*) Llamomos rayo a toda semirrecta que parte del origen de coordenadas, 
es decir, del polo P. 
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gral (1) tiene un límite V. Según la definición, este límite V es la 
integral doble de la función F (Ө, р) extendida por el dominio D: 


V= ў 
}} FO, р)а o 

Calculemos aquí esta integral doble. 

Como el límite de la suma integral no depende del modo de 
dividir D en los dominios parciales As,, podemos dividirlo, para 
la comodidad, mediante rayos 6 = 0,, 0=0,, Ө =Ө„,..., 
+. ., 9 = 0, (donde 0, = а, O, = B, Ө, < 0 < 0, < я Өө.) 
y las circunferencias concéntricas р = ро, р = Pi .. ., р = рт» 
ldonde py es igual al valor mínimo 
de la función Ф, (Ө) y pm, al valor 
máximo de Ф, (0) гп el intervalo 
a <8 LPi; Po < р <... < рь]. 

Jlesignemos por As, el dominio 
parcial limitado por las líneas 
P = Piar P = ру, 0 = Opa, O = Өл. 

Sean aquí tres tipos de los do- 
minios parciales Аз: 1) los que 
no se cortan рог la frontera y se 
sitúan dentro del dominio D; 2) los 
que no se cortan por la frontera y 
se sitúan fuera del dominio D; 
3) los que se cortan por la frontera 
del dominio D. 

Fig. 296 La suma de los términos, со- 

rrespondientes a los dominios par- 

ciales cortados, tiene por límite cero, cuando АӨ, ~ 0 y Ap; ->0, 

por lo que estos sumandos no se toman en cuenta. Los dominios 

parciales Аз, que se encuentran fuera de D y no entran en la suma 

integral no nos interesan. Por consiguiente, se puede escribir la 
suma integral en la forma: 


у= Ў, (EF Pa Asal, 


donde Pi, es un punto arbitrario de Аз. 

El signo de suma doble significa aquí, que al principio sumamos 
р el índice і, considerando k constante (es decir, sumamos todos 
los términos que corresponden a los dominios parciales comprendi- 
dos entre dos rayos vecinos*). El signo de suma externo significa 


*) Observemos que al sumar рог el índice í, éste no tomará obligatoria- 
mente todos los valores de 1 a m, puesto que no todos los dominios parciales 
situados entre los rayos Ө = 0, y $ = 0,4, pertenecen а D. 


Integral doble en coordenadas polares 173 


que nosotros unimos todas las sumas obtenidas durante la primera 
adición (es decir, sumamos por el índice k). 

Hallemos la expresión del área del dominio parcial Ası, que no 
se corta por la frontera de D. El área es igual a la diferencia de las 
áreas de dos sectores: 


1 1 A 
dm = E 60,4 809 лө, — 4-уїлө, = (pi + Аё) лиле, 


Аз =piAp:A0,, donde pi <p? < Pi + Ар. 
Así, la suma integral tiene la forma*) 
у= 2, [Z Р(@%, pi) р:Ар‹А®,], 
donde Р (0%, р?) es un punto de Азу. Saquemos el factor ЛӨ, fuera 


del signo de la suma interior (esto se permite, puesto que es un factor 
común para todos los términos de esta suma): 


Y. =2 [2 F(0%, рї) pi Api) ЛӨ,. 


Supongamos que Ap, —— 0 у АӨ, queda constante. En este caso, 
la expresión entre paréntesis tenderá a la integral 


Ф000) 
ў F (Ois p) pdp. 
өөр 
Suponiendo ahora que A0, —> 0, en definitiva, obtenemos**): 
в o0 
V= (\ F(, p)pdp)dð. (3) 
а өө 


*) Podemos analizar la suma integral en esta forma, puesto que el límite 

de la suma no depende de la posición del punto dentro del dominio parcial; 
+*+) Nuestra deducción de la fórmula (3) no es rigurosa, al obtenerla, al 
principio, hemos téndido Ap; a cero, conservando АӨ, invariable y sólo después 
femos tendido A0, a cero. Esto no corresponde completamento a la definición 
de integral doble la que consideramos como el límite de una suma integral, 
cuando los diámetros máximos de los dominios parciales tienden а cero 
(es decir, cuando АӨ, y Ap: tienden simultáneamente a cero). Sin embargo, 
a posar de la fal*a de rigurosidad en la demostración, el resultado es justo (es 
decir, la fórmula (3) es válida). La demostración rigurosa podría sor efectuada 
mediante el método utilizado para el examen do la integral doble en las coor- 
denadas rectangulares. Notemos, que esta fórmula será deducida también 
en $ 6, partiendo de otras consideraciones (como caso particular de la fórmula 
más general para transformar las coordenadas dentro de la integral doble). 
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La fórmula (3) sirve para calcular integrales dobles en las coor- 
denadas polares. 

Si la primera iptegración se realiza por Ө, y la segunda, por p, 
obtenemos la fórmula (fig. 297): 


о: р 
v=) (7, 40 p) d0)p dp. (8) 


Supongamos que es preciso calcular la integral doble de la fun- 
ción f(x, y), dada en coordenadas rectangulares y extendida por 
el dominio D: 


ле, y) dz dy. 


Si D es un dominio regular en coordenadas polares 0, p, el cálculo 
de la integral dada se puede reducir a la determinación de una inte- 


xk 


20 
x?+(y-a)?=a? Y 


Fig. 297 Fig. 298 


gral iterada de segundo orden en coordenadas polares. 
En efecto, puesto que 
z= р соз 0, у = p sen Ө, 
Í (z, y) = f lp соз Ө, р sen Ө] = F (0, р), 
рог tanto, tenemos 


B Ф200) 
}{/@ vazdy=1( 5 Лосоз9, psen0]p ар) de. (4) 
D a 00 


Ejemplo 1. Calcular el volumen У del cuerpo limitado por la superficie 
esférica 
“+++ = даа 


24 y? — 2ау = 0. 

Solución. Como el dominio de integración se puede tomar, en este ejemplo, 

la base do un cilindro 2*-+ y? — 2ay = 0, es decir, un círculo de radio a y 
centro en el punto (0,a). La ecuación de este círculo se puede escribir en la 
forma: 22 -+ (y — a)? = a? (fig. 298). Calculemos la cuarta parte del volumen 


y el cilindro 
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У, es decir, la parte dispuesta en el primer octante. Entonces, en calidad del 
dominio de integración debemos tomar un semicírculo, cuyas fronteras son 
determinadas por las ecuaciones: 


==Q(y)=0, == Ф (0) = Vay =y, 
y=0, у= 2а. 
El integrando es 


z=f (z, y = Vay, 


Por tanto, 


2а V2oy-yi 
7 dz) dy. 


PY vaa 


Transformemos la integral obtenida para las coordenadas polares Ө, р: 
z=pc0s0, y=psen0. 


Determinomos los límites de integración. Para esto escribamos la ecua- 
ción de circunferencia dada en coordenadas pola- 
res: puesto quo 


гафур, 
у=рѕеп 0, 

tenemos: 

š p?— 2арвеп 0=0 


p=2a sen б. 


Por consiguiente, las fronteras del dominio 
en coordenadas polares (fig. 299) se determinan 
por las ecuaciones: Fig. 299 


P=0,(0)=0, p=0W2(0)=22sen0, a=0, Po. 


el integrando tiene la forma 


Р (0, р) = Vip, 


Por consiguiente, obtenemos: 


y 2 20820 А 7 (4a2—p2)%/27 2a sen Ө 
E a а 
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Ejemplo 2. Calcular la integral de Poisson: 
fora 
Solución: Calculemos al principio la integral IR= § {е7 dz dy, 
Б 
donde el dominio de integración D es un círculo 
14 y2=R 
(fig. 300). 
Pasando a las coordenadas polares 0, p, tenemos: 


2л R 2л к 
ү $ ($ ар) dd $ { «өчен 


Si hacemos que el radio R tienda al infinito (es decir, si ampliamos 
indefinidamente el dominio de integración), obtenemos la así llamada inte- 


$ 


Fig. 300 


gral múltiple impropia: 


2л о 2: 


жон 
ҮРЕ e HE i ЕУ 
ae рар) de ш 19“ P*p dp) d0 Jim n(t 
Demostremos, que la integral {{ 272—2 dz dy tiende al límite л, 


D' 
cuando el dominio D’ de forma arbitraria se amplía de modo tal, que todo 
punto del plano se encuentre, por fin, en D y permanezca en él (anotemos 
септеп апајшеціе esta ampliación del dominio D' рог la correlación 
* + со). 


ап А; y R, las distancias mínima y máxima de la frontera: del 
dominio D’ a partir del origen de coordenadas (fig. 301). 
Como la función e7**-1% >0 por dondequiera, las desigualdades 


Ip, < И CV dz dy < Ip, 


(eS? da dy Sa ie”, 
D 


son válidas. 
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Como D’ -+ co, es evidente que R; — co y Rz— co y los miembros extre- 
mos de la desigualdad tienden a un mismo límite л. Por consiguiente, a este 
límite tiendo también el miembro medio, es decir, 


иш [je 9-4 dz dy=n. (5) 
ро 4) 


Supongamos, en particular, que el dominio D’ es un cuadrado de lado 
igual a 2a y centro en el origen de coordenadas; entonces: 


аа-а Ef ауз оза, иа 
ИШ dzdy= \ je dzdy= j [eo “eV” dz dy = 
D z 


la la 


= Í al е7 dz) dy. 


Suquemos ahora el factor e7Y* fuera del signo de la integral interior (pode- 


mos hacerlo, puesto que e7Y* no depende de la variable de integración |z). 
Entonces 


a a 
167-7 dzdy= | (Y dz) dy. 
> La la 


Pongamos { e"* dr=Ba. Este es un número constante (dependiente sólo 
La 
de а); por esto , 
a 


a 
[е7 dz dy== | еВ dy=Ba | 
Е" -a 


u? dy, 


a 
Pero, la última integral es [también igual a Ba (puesto que | e“ х= 


a 
= { е^ dy); por consiguiente, 


И] TAM dz dy = BaBa = Bà. 


Pasemos en esta ecuación al límite, haciendo que a tienda al infinito (en este 
caso D’ se amplía indefinidamente): 


a ке 
i aya pi di E a 
im y «а-и de dy= lím Ba = lim [se ере ага, 
Pero, según lo demostrado (véase (5)), 

lím [| eV dz dy =n. 

D'o 1) 
Por tanto: 

[7 tatea 


12-530 
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“uva 
Esta integral se encuentra a menudo en la teoría de probabilidades y en la esta- 
dística. Notemos, que es imposible calcular esta inte directamente (con 
ayuda do la integral indefinida), puesto que la primitiva de ех no se expre- 
sa mediante Jas funciones elementales. 


$ 6. SUSTITUCION DE VARIABLES 
EN UNA INTEGRAL DOBLE (CASO GENERAL) 


Sea dado en el plano Оту un dominio D limitado por la curva Z. 
Supongamos también que las coordenadas т е y son las funciones 
de las nuevas variables и y v: 

z= p (u, v), y = y (u, v), (1) 
donde las funciones q (и, v) y y (x, v) son uniformes, continuas 


Fig. 302 Fig. 303 


y tienen: las derivadas continuas en cierto dominio D” que será defi- 
nido abajo. En este caso, según la fórmula (1), a cada par de valores 
и у v corresponde un solo par de valores z e y. Supongamos, ahora, 
que las funciones ф у їр son tales que, si damos a z e y los valores 
determinados en el dominio D, entonces, según las fórmulas (1) deter- 
minemos los valores definidos de u y v. 

Analicemos el sistema de coordenadas rectangulares Ouv 
(fig. 302). De lo expuesto arriba se deduce, que a todo punto Р (z, y) 
-en el plano Ozy (fig. 303) corresponde uniformemente un punto 
P’ (и, v) del plano Оир de coordenadas и, v definidas por las fór- 
mulas (1). Los números u y v se llaman coordenadas curvilíneas del 
punto P. 

Si un punto describe en el plano Огу la curva cerrada L que 
limita el dominio D, entonces en el plano Ouv el punto correspon- 
diente describirá una curva cerrada Z’ que limita un cierto dominio 
D'; además, a cada punto de D’ le corresponde un punto de D. 
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Por consiguiente, las fórmulas (1) establecen una correspondencia 
Ыіипіроса entre los puntos de los dominios D у D’, o, como se dice 
también, representan biunivocamente а D en D’. 

Analicemos en D’ una recta и = const. En general, por las fórmu- 
las (1) hallemos que en el plano Оху le corresponde una cierta curva, 
Del modo igual a toda recta v = const del plano Ouv le corresponde 
una cierta curva en el plano Огу. 

Mediante rectas и = const y v = const dividamos el domi- 
nio D’ en los dominios parciales rectangulares (no tomamos en 
consideración los rectángulos que tocan la frontera de D’). Las curvas 
correspondientes dividen el dominio D en ciertos cuadriláteros 
curvilíneos (fig. 303). 

Analicemos en el plano Ouv un rectángulo As, limitado por las 
rectas и = const, и + Аи = const, v = сопзі, v+ Av = const 
y el cuadrilátero curvilíneo As que le corresponde en el plano Оту. 
Las áreas de estos dominios parciales designémoslas por As” y As, 
respectivamente. Es evidente, que: 


As = AuAv. 


Hablando en general, las áreas As y As’ son diferentes. 
Sea dada una función continua 


z= f (2, y) 
еп un dominio D, 
A todo valor de la función z = f (z, y) del dominio D, corres- 
ponde un mismo valor de la función z = F (u, v) en D”, donde 


F (u, v) = f lọ (и, v), Ф (и, v)l. 


Examinemos las sumas integrales de la función z extendidas 
por el dominio D. Evidentemente, se verifica la igualdad siguiente: 


>] (z, y)As = EF (и, v)As. (2) 
Calculemos As, es decir, el área del cuadrilátero curvilíneo 


P,P¿P4P+ en el plano Оху (véase fig. 303). 
Determinemos las coordenadas de sus vértices: 


Р, (y), жү == ф (и, v), и=ў(и, 0), | 

Р» (22, Ya), 22= ф (и + Au, v), у» == y (и + Au, v), м 
Р, (а, y), лз == (u + Au, v+ Av), y= y(u Аи, v4 Ай), | ө 
Р, (24, Ya), =P (u, v + Ар), Y =v(u, v+ Ab). 


Al calcular el área del cuadrilátero curvilíneo P¿P¿PyP4, con- 
sideremos que las líneas РР», P2P3, РР, P,P, son, por pares, 
rectas paralelas; además, sustituyamos los incrementos de las fun- 
ciones por sus diferenciales correspondientes. De este modo, menos- 


12 


180 Integrales múltiples 


preciemos las infinitesimales de orden superior en comparación 
con las Au, Av. En este caso, las fórmulas (3) toman la forma: 

а= (и, 0), и == (и, 0), 

+ 9 м, 


ди 


n= da Da, =p (и, 0) 
du 


v 


#Ф Av. 


дү== ф(и, + дь, у = (и, v) + 
до до 


| 

тафи у 26 Аи Lao, рафи, о) Pau Y дь, 

ди dv du di | 

) 

(3) 

Hechas las suposiciones mencionadas, podemos considerar el 

cuadrilátero curvilíneo P¿P¿P3P, como un paralelógramo. Su área 

As es aproximadamente igual al área duplicada del triángulo 

P,P,P,, y se determina mediante la aplicación de la fórmula co- 
rrespondiente de la geometría analítica: 


As] (л, — 25) (Ys — Y) — (33 — ж) (з — 00) |= 
[Є 2 40) a vo, ao au + 2 av) 
ди aw / дь ди дь 


дь 


др ду _ дф дф 
ди öv до ди 


AuAv 


9р Фф диду .09. 0% дид 
ди дь дь ди 


лиль. 


Las líneas verticales secundarias exteriores de la determinante 
significan que ésta se toma por su valor absoluto. Introduzcamos 
la designación: 


Por consiguiente, 


(4) 
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La determinante / se llama determinante funcional o jacobiano 
(por el nombre del matemático alemán Jacobi) de las funciones 
Ф (u, v) y y (u, 0). 

La igualdad (4) es sólo aproximada, puesto que, al calcular el 
área de As, hemos menospreciado las infinitesimales de orden supe- 
rior, Sin embargo, cuanto menores son las dimensiones de los domi- 


TAT 72 
| E] 
н a ý Л 
“ne d 
Fig. 304 Fig. 305 


nios parcialas As y As”, tanto más precisa será la igualdad. Pasando 
al límite, la igualdad comienza a ser precisa, cuando los diámetros 
de los dominios parciales As y As” tienden a cero: 


др im, LE. 
diám ла-»о Д5 


Apliquemos ahora la igualdad obtenida al cálculo de la integral 
doble. En virtud de la igualdad (2), podemos escribir: 


Yi (2, y) As = DE (и, 0) 11457 
(la suma integral del segundo miembro se extiende por el dominio D’). 


Pasando al límite, cuando diám As' —> 0, obtenemos la igualdad 
exacta: 


Sa, y) dz dy =55 F (u, v)| I |du dv. (5) 


Esta es la fórmula de transformación de las coordenadas dentro de la 
integral doble. Ella permite reducir el cálculo de una integral doble 
extendida por el dominio D al cálenlo de una integral doble exten- 
dida por el dominio DP”, lo que puede simplificar el problema. 

La primera demostración rigurosa de esta fórmula pertenece al 
distinguido matemático ruso M. V. Ostrogradski. 


Observación. El paso de las coordenadas rectangulares a las 
polares, examinado en el párrafo anterior, es un caso particular 
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del cambio de variables en una integral doble. Aquí tenemos u = 0, 
v=p: 
z=pco0s0, y= psen 0. 

El arco АВ (р = ру) del plano Оху (fig. 304) está representado 
por la recta A'B’ en el plano ОӨр (fig. 305); el arco DC (p = рг) 
del plano Оту, por la recta D'C’ en el plano ОӨр. 

Las rectas AD y BC del plano Ozy están representadas por las 
rectas A'D’ y В'С' en el plano ОӨр. Las curvas L, y Lo se represen- 
tan por las curvas Li y £;. 

Calculemos el jacobiano de la transformación de las coordenadas 
cartesianas т е y en las polares Ө y p: 


dx дт 
= — psenðcosð а a 
> рсоѕ0 ѕепе | — psen*0 — р соз? = — р. 
Por consiguiente, | Z | = р, entonces 


B 00 
ле, агау =} (Í FO, p) pdp)do. 
D а o0 
Esta es la fórmula obtenida en el párrafo anterior. 
Ejemplo. Calcular la integral doble 
$5 (—=) dz dy 
D 
donde D es el dominio del plano Ory li- 
mitado por las rectas 


y=z+41, у=2—3, y= ат, 


КЕЕ: 


3 


El cálculo directo de esta integral 
doble sería una tarea dificultosa, pero 
Fig. 306 un cambio simple de variables permite re- 
ducirla a la integral por un rectángulo, 

cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas. 


Pongamos 


u=y—z, орна 6) 


Entonces, las rectas y==-+1, y=—3 serán representadas respectivamente 
т 


por las rectas u=1, u=—3 еп el plano Ouv; las rectas y= 


1 7 
у= —зр 245, por las от, v=5. 
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Por tanto, el dominio dado D será representado por el dominio rectangu- 
lar D' expuesto en la fig. 306. Nos queda calcular el jacobiano de transfor- 
mación. Соп este lin expresemos z e y en función de u y v. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones (6), obtenemos: 


dx дг 3 


и du dv= —18. 


1 
ыз? 
Sn 
aJe 
= 
Б 
2 
E 
ll 
e” 
lA 
мә 


$ 7. CALCULO DE LAS AREAS DE SUPERFICIES 


Supongamos que es preciso calcular el área de una superficie 
limitada por una curva Г (fig. 307); sea dada la superficie por una 


EY 


Fig. 307 Fig. 308 


ecuación 2 = f (=, y), donde la función f (z, y) es continua y tiene 
las derivadas parciales continuas. 

Sea L la proyección de la curva 7' sobre el plano Оху. Designemos 
рог D el dominio del plano Оху, limitado por L. 
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Dividamos arbitrariamente el dominio D en n dominios parcia- 
les o elementales Аз, As2, ..., As,. Tomemos еп cada dominio 
parcial As; un punto arbitrario P; (Es, ni). Al punto P; correspon- 
derá un punto en la superficie 


Milbo me F (E, 90). 


Por el punto М, tracemos un plano tangente a la superficie. Su 
ecuación será: 


в — u = fy @, ти) (2 — E) + fy (En т) (y — m1) (1) 
(véase § 6, cap. IX, tomo I). En este plano elijamos un dominio 
parcial Ло; tal que se proyecta sobre el plano Оху en forma del 
dominio elemental Аз. Consideremos la suma de todos los dominios 
elementales Ao;: 


y Ao. 
=. 
El límite с de esta suma, cuando el máximo de los diámetros 
de Ло, tiende a cero, llamemos área de la superficie, es decir, según 
la definición, pongamos: 


n 


o= lím 
diám ло-—*0 
Calculemos ahora el área de la superficie. Designemos por yı 
el ángulo formado por el plano tangente y el plano Ozy. Basándonos 
en la fórmula conocida de la geometría analítica, podemos escribir 
(fig. 308): 


Ла;. (2) 


Аз, = Ас; cos y; 
ó 


Bojat, 3) 
соз?! 


El ángulo ү, también está formado por el eje Oz y la normal al 
plano (1). Por eso, en virtud de la ecuación (1) y de la fórmula co- 
rrespondiente de la geometría analítica tenemos: 


1 
VEFE Gn т) +17 @. т). 


созү = 


Por consiguiente, 
Aoi =V1 +12 (En т) +17 (En ти) Аз. 
Poniendo esta expresión en la fórmula (2), obtenemos: 


o= lim >) У1-+Е/2(®, ты) +1 @ ти) Аз. 


Фат А50 і 
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Como el límite de la suma integral del segundo miembro deesta 
última igualdad es, según la definición, la integral doble 


ри (7679 


еп difinitiva, фбйешов: 


ру ЫЧ =» в 


Esta es En fórmula que permite calcular el área de la superficie 
z= Í (x, y 
Si la ión de la superficie es dada en la forma 
x= u (у, 2) o en la forma у = y (=, 2), 


Fig. 809 


entonces las fórmulas correspondientes, para calcular las superficies, 
tienen la forma: 


°= || (E + 
MONO) JS 


donde; Dé 4 DP son los: dominios: de los planos Ops yrun los 
cuales se proyecta la superficie dada. 


dy dz, (3) 


dz dz, (37) 


Ejemplo 1. Calcular la superficie о de la esfera 
а-н? 
е de la mitad superior de la esfera 


:=Y/ RAR 


z4 
Solueión. Calculemos la superfi 
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(fig. 309). En este caso tenemos: 


Por tanto, 


EUR ГА 
VE) Р Vaz Y 
El dominio de integración está determinado por la condición 


224 y2 < А2. 
Así, en virtud de la fórmula (4), tenemos: 


эту ` 


Para calcular la integral doble obteni 
pasemos a las coordenadas polares. En es 
coordenadas la ecuación de Ja frontera del 
dominio de integración езр= №. Рог consi- 
guiente, 


2n R 


Fig. 310 =гн( утара аз<зн\ Rd0=4nR2, 
о % 
Ejemplo 2. Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro 
ауз а? 
la cual se recorta por otro cilindro 
24 22=a?, 


Solución. En la figura 310 está expuesta la parte octava de la superficie 
buscada. La ecuación de la superficie es y=Y/a7—23; por eso, 


ду 
vaz 


Jz 
TAUN CAN Z _ a 
т+(@) + (5) Vat MT 
El dominio de integración es una cuarta parte del círculo, es decir, se 


determina por las condiciones siguientes: 
zt}: <ar, 270, 2>0, 


Por consiguiente, 
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$8. DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MATERIA 
Y LA INTEGRAL DOBLE 


Supongamos que cierta materia está distribuida en el dominio D 
de modo que cada unidad del área D contiene una cantidad deter- 
minada de ésta. Se trata aquí de la distribución de la masa, aunque 
nuestros razonamientos siguen en vigor cuando hablemos de la 
distribución de carga eléctrica, cantidad de calor, etc. 

Examinemos un dominio parcial arbitrario As de D. Sea Am 
la masa de la materia distribuida en este dominio parcial. Entonces, 


А т Р н A ы 
la razón 2т se Пата densidad superficial media de la materia en Ав, 


Suponemos ahora que el dominio parcial As disminuye, redu- 
ciéndose, finalmente, al punto Р (=, y). Examinemos el límite 
а ат. Si este límite existe, él dependerá, en caso general, de 
As+0 
la posición del punto P, es decir, de sus coordenadas т e y, repre- 
sentando en sí cierta función f (P) del punto P. Este límite lo Ila- 
maremos densidad superficial de la materia en el punto P: 


lim д". = (Р) = 1 (2, у). (0) 


Аз-о 


Así, la densidad superficial es una función / (т, y) de las coor- 
denadas del punto examinado en el dominio. 

Supongamos, ahora, inversamente que en el dominio D está 
dada la densidad superficial de cierta materia como una función 
continua f (Р) = f (т, y); es preciso determinar la cantidad total 
de la materia M que se contiene en D. Dividamos el dominio en los 
dominios parciales As, (i , 2, ..., n), y en cada de ellos tome- 
mos un punto Ру. Entonces, f (Ру) es la densidad superficial en el 
punto Py. 

El producto f (P;) As; nos da la cantidad de la materia contenida 
en As; (con la precisión de hasta las infinitesimales de orden supe- 
rior), mientras que la suma 


YI As, 


expresa aproximadamente la cantidad total de la substancia distri- 
buida en el dominio D. Pero ésta es la suma integral para la fun- 
ción f (P) en D. El valor preciso lo obtenemos pasando al límite, 
cuando As; —> 0. 
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Por consiguiente”), 


2 
M= lim Y HP) As = }$/(Р)ав=}{/( dedy (2 
аро (E D 
es decir, la cantidad total de materia en el dominio D es igual a la 
integral doble рог D de la densidad f (P) = f (x, y) de esta subs- 
tancia, 


Ejemplo. Determinar la masa de una placa redonda de radio R, si la 


densidad superficial / (=, y) del material en cada punto Ple. y) өз propor: 
cional a la distancia del punto (z, y) al centro de la placa, es decir, si 


10, y=k VEF. 
Solución. Según Ja fórmula (2), tenemos 
M= | | k V25F ji dr dy, 
D 


donde el dominio de integración D es el círculo 2? 4- у? < А?, 
Pasando a las coordenadas polares, obtenemos 


za R k 
м=к\ (Ў endo) monto =$ кан», 
0 0 


о 


$ 9. MOMENTO DE INERCIA DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 


Se llama momento de inercia / de un punto material M de masa т 
respecto a un cierto punto O al producto de la masa m por el cuadrado 
de la distancia r entre los puntos M y O: 


I= m”. 


El momento de inercia de un sistema 
de puntos materiales My, Ms, ..., Mp 
respecto al punto O es la suma de los 
momentos de inercia de los diversos pun- 
tos del sistema: 


| түт. 
1 

Determinemos, ahora, el momento de inercia de una figura 
material plana D. 

Supongamos que la figura D está situada en el plano de соогіе- 
nadas Оту. Determinemos el momento de inercia de esta figura 
respecto al origen de coordenadas, suponiendo que la densidad 
superficial es por dondequiera igual a la unidad. 

Dividamos D en los dominios parciales AS, (i = 1, 2, ..., п) 
(fig. 311). En cada dominio parcial tomemos un punto P; de coor- 


*) La expresión Азу —» 0 significa aquí que el diámetro de As; tiende a cero. 


Fig. 311 I= 
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denadas E, т. El producto de la masa del dominio parcial AS; 
por el cuadrado de la distancia ri = Ej + mi, se llama momento 
elemental de inercia Al; de AS;: 
AI =(E +12) А5). 
Formemos la suma de estos momentos: 


пд AS, 


la que es, al mismo tiempo, una suma integral para la función 
Í (z, y) = 22 + y? por el dominio D. 

Determinemos el momento de inercia de la figura D como el 
límite de esta suma integral, cuando el diámetro de cada AS, tiende 
a cero: 


I= lim У (+n) ASe 


Чат л5ү-*о Г 


Pero, el límite de esta suma ез la integral doble y (2° 4 y?) dz dy. 
Por consiguiente, el momento de inercia de la figura D respecto al 
origen de coordenadas es igual a: 

h= 1] (2% + y”) de dy, (1) 


donde D es el dominio coincidente con la figura plana dada. 
Las integrales 


1. =55 y dedy, (2 
D 
In = $} dedy 8 
D 
se llaman, respectivamente, los momentos de inercia de la figura D 
respecto a los ejes Ох y Оу. 


Ejemplo 1. Calcular Л momento de inercia del área de círeulo D de 
radio X, respecto al centro O. 


Solución: Según la fórmula (1), tenemos: 
To= | § (224 y2) dz dy. 
D 
Para calcular esta integral, pasaremos a las coordenadas polares 0, р. 
La ecuación de la circunferencia en coordenadas polares es p=R. 


Por eso, 
2a R 


2 (fowo) ao 


о 


Observación. Si la densidad superficial y по es igual a 1 y es 
una cierta función de т e y, es decir, y == y (т, y), entonces la masa 
del dominio parcial AS, será igual a y (E,, т) AS, (con precisión de 
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hasta las infinitesimales de orden superior) y por esto, el momento 
de inercia de una figura plana respecto al origen de coordenadas, será: 


L=} S бх, 0) (+ y) dz dy. a) 


Ejemplo 2. Calcular el momento г inercia de la figura material plana D 
limitada por las líneas y2=1—x; z eje Oy, si la densidad 
superficial en cada punto es igual 


Solución. 
1 vi 


tom ( $ 


Elipse de inercia. Determinemos el momento de inercia de una 
figura plana D respecto a cierto eje OL que pasa por un punto О 
tomado por el origen de coordenadas. 

Sea q el ángulo formado por la recta OL con la dirección posi- 
tiva del eje Ox (fig. 313). 

La ecuación normal de la recta OL es 


т зеп ф — y cos ф = 0. 


La distancia r de un punto cualquiera M (т, y) a esta recte ез 
igual а r= | х зеп ф — y cos q |. El momento de inercia / del 


Fig. 312 Fig. 313 


área D en relación a la recta OL, según la definición, se expresa 
mediante la integral 


I= Í į r° dz dy = $ | (esen p — ycos ф) dz dy 
D D 


= sento | § 2° de dy — 2sen pcos y | | zy de dy + cos? q }\ y? dz dy. 
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Por tanto, 
I= lyy sen? q —21 ¿y sen р cos Q- [yx соз? Ф, (4) 
ponde /,y=f*drdy es el momento de inercia de la figura 
1; 


respecto al eje y; Г. = {{ y? dzdy es el momento de inercia de la 
D 
misma respecto al eje г, y, además: 
Ixy = | | xy dz dy. 
D 


Dividiendo todos los términos de la última ecuación (4) por I 
obtenemos: ` 


: 2 
% 1. (ее) 0 әз) (=) $ (тз). É 
VI А (s ут) "Сү ш 


Tomemos en la recta OL un punto A (X, Y) tal, que sea 


Distintos valores de 7 y diferentes puntos A corresponden a varias 
direcciones del eje OL, es decir, a diferentes valores del ángulo q. 
Hallemos el lugar geométrico de los puntos A. Es evidente, que 


e A ИС: 
Х = —-с08 q, Y =—senq. 
vı УІ 


En virtud de la igualdad (5), las magnitudes X e Y están entre- 
lazadas por la correlación 

1 = IxxX? — 21,,ХҮ + IyyY?. (6) 

De este modo, el lugar geométrico de los puntos A (X, Y) es la 

curva de segundo grado (6). Demostremos que esta curva es una elipse. 

Tenemos la siguiente desigualdad, llamada de Buniakovski*) (mate- 


*) Para demostrar la desigualdad de Buniakovski examinemos la siguiente 
desigualdad evidente : 

SS (т. 1)—Ap(, y) dz dy >0, 

ү 
donde A es una constante. El signo de igualdad puede tener lugar sólo en 


el caso, en que f(z, y)—Ap(z, y) = 0, es decir, cuando f(z, y)=Ag(z, y). 
т, Y) 


Si suponemos que 


er + const=A, siempre tendrá lugar el signo do 
desigualdad. Así, abriendo los paréntesis bajo el signo de integral, obtenemos: 


}} Pte y drdy—2 § § f(z, v) pta 0) аву 55 4? (2, y) dz dy >0. 
D D D 


Analicemos la expresión del primer miembro como una función de A. Es un 
polinomio de segundo grado que nunca se anula. Por tanto, sus raíces son comple- 
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mático ruso): 
0 ay de dy < Фф zdz dy) И y drdy) 


Lal yu — Lay > 0. 

Así, el discriminante de la curva (6) es positivo y, por consiguien= 
te, ésta es una elipse (fig. 314). Esta elipse se llama elipse de inercia. 
La noción de elipse de inercia tiene gran importancia en mecánica. 

Notemos que las longitudes de los 
ejes de la elipse de inercia y su posición 
en el plano dependen de la forma de la 
figura plara dada. Como la distancia entre 
el origen de coordenadas y un punto arbi- 


1 
trario A de la elipse es igual a УТ ‚ donde 7 


es el momento de inercia de la figura гез- 

pecto al eje OA, por tanto, al construir la 

elipse, es fácil calcular el momento de iner- 

cia de la figura D respecto a una recta cual- 

Fig. 314 quiera, que pasa por el origen de coorde- 

nadas. En particular, es fácil ver que el 

momento de inercia de la figura es máximo respecto al eje peque- 
ño de esta elipse, y mínimo, respecto a su eje grande. 


$ 10. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD 
DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 


Hemos indicado en el $ 8 del capítulo XII (tomo 1), que las 
coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos materia- 
les Py, Po, ..., Р, (de masas тү, Mz, . . ., My, respectivamente) 


jos, lo que puede tenor lugar sólo en el caso cuando 
de los coeficientes del polinomio cuadrático sea neg; 


liscriminante, formado 
vo, es decir: 


(55 19dy)?—5 § dz dy 1 { gdz dy < 0 
D D D 


(55 fp dz dy)?< $5 Paz dy f § агау. 
Esta os la desigualdad de Buniakovski. En nuestro caso f(z, y) = 2, 
piz, =y, т + const. 
e cial cotas e lena Ыы 


dad de Schwarz. Buniakovski la publicó (junto con otras desigualdades 
importantes) en el año 1859, mientras que Schwarz lo hizo 16 años después. 
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se determinan por las fórmulas: 


z= gen o k= ye f (1) 


Determinemos, ahora, las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana D. Dividámosla en los dominios parciales AS; 
muy pequeños. Si suponemos que la densidad superficial es igual 
a 1, la masa del dominio parcial será igual a su área. Si con- 
vencionalmente suponemos que toda la masa de AS; está concentra- 
da en alguno de sus puntos Р; (E, тү), podemos considerar la figura 
D como un sistema de puntos materiales. En este caso, en virtud 
de las fórmulas (1), las coordenadas del centro de gravedad de esta 
figura serán determinadas, aproximadamente, por las igualdades: 


Veas 


У n AS, 


У д5, 


Pasando al límite, cuando AS; > 0, las šumas integrales en los 
numeradores y los denominadores de las fracciones se transforman 
en las integrales dobles, con lo que obtenemos las fórmulas exactas 


para calcular las coordenadas del centro de gravedad de una figura 
plana: 


$] rdrdy SS y de dy 
D D 

; Ye 2 > 
SS de dy SY dedy 
D D 
Estas fórmulas deducidas para una figura plana de densidad superfi- 
cial igual a 1 son válidas, también, рага cada figura, que tiene 
otra densidad y cualquiera, constante en todos los puntos. 

Si la densidad superficial es variable: 


Te 


(2) 


ү=ү( у), 
las fórmulas correspondientes toman, entonces, la forma: 
Jf v(e, y zdzdy IS yiz, y ydrdy 


В y 
S= renad aa” 


Las expresiones 
M=) \ тб, zdzdy y M= {1 тб. y y de dy 


se llaman momentos estáticos de la figura plana D respecto a los 
ejes Oy y Oz. 


13-538 
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La integral } y (т, y) dz dy expresa la magnitud de la masa 
de la figura examinada. 
Ejemplo. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cuarta 
parte de la elipse (fig. 315) 
а p 
at 
suponiendo, que la densidad superficial en todos los puntos es igual a 1. 


Fig. 315 


Solución. Según las fórmulas (2), obtenemos: 


A a 
ъф ba э, 
Pn 50 Varde a 
Ш 


ha 
sigas Y о re - (ЖЕ. 


ч ES = 
¿VA nab 4 nab 


j "ЕР 


$ 11. INTEGRAL TRIPLE 


Sea dado en el espacio cierto dominio V, limitado por una super- 
ficie cerrada S. Supongamos que en el dominio V y en su frontera 
está definida una función continua f (т, y, 2), donde z, y, 2 son 
las coordenadas rectangulares de un punto del dominio. Para preci- 
sar las ideas en el caso, en que f (z, y, 2) >0, podemos suponer 
que ésta representa la densidad de distribución de cierta materia 
en el dominio V. 

Dividamos el dominio V arbitrariamente en dominios parciales 
Аш, designando con el símbolo Av; no sólo el dominio elemental, 
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sino también su volumen. En cada Av, tomemos un punto arbitrario 
Р, y designemos por f (P;) el valor de la función f en este punto. 
Formemos la suma integral 


Ж AP) Av, (1) 


y aumentemos indefinidamente el número de los dominios parciales 
de modo que el diámetro máximo de Av, tienda a cero*). Si la 
función f (т, y, 2) es continua, existe el límite de las sumas integra- 
les de la forma (1), donde al límite se le da el mismo significado, 
que hemos dado durante la determinación de la integral doble**), 
Este límite, que no depende del modo de dividir el dominio V, 
de la manera de elegir los puntos P;, se designa por el símbolo 


TIT (P) do y se Mama integral triple. Así, según la definición, tene- 
mos: 


lim УУР) Avi = $$ 1(P) do 
ф 


diám Агу-*0 


о 
ЛО) до SIS Ai, y, 2) dr dy dz. (2) 
Si consideramos f (z, y, 2) como la densidad volumétrica de la 


distribución de una materia en un dominio V, la integral (2) nos 
dará la masa de toda la substancia contenida en el volumen V. 


$ 12. CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE 


Supóngase que un dominio espacial (tridimensional) V, limitado 
por una superficie cerrada 5, tiene las siguientes propiedades: 

1) toda recta paralela al eje Oz, trazada por un punto interior del 
dominio V (es decir, por un punto que no pertenece a la frontera S) 
corta la superficie 5 en dos puntos; 

2) todo dominio V se proyecta sobre el plano Оху en forma 
de un dominio regular (de dos dimensiones) D; 

3) toda parte del dominio V, separada por un plano paralelo 
a un plano de coordenadas cualquiera (Оту, Ozz, Oyz), también 
posee las propiedades 1) y 2). 

Un dominio V que tiene las propiedades indicadas se llama 
dominio regular tridimensional. 


*) Se llama diámetro del dominio parcial Av; la distancia máxima entre 
los puntos de su frontera. 

**) Admitamos sin demostración este teorema sobre la existencia del 
límite de las sumas integrales (es decir, la existencia de la integral triple) que 
tiene lugar para toda función continua en un dominio cerrado V, incluyendo la 
frontera. 


13% 
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Estos dominios tridimensionales regulares son, por ejemplo, 
un elipsoide, un paralelepípedo rectangular, un tetráedro, etc. En la 
figura 316 se da un ejemplo del dominio tridimensional irregular, 
En este párrafo examinemos sólo los dominios regulares. 


Fig. 316 


Sea 2 = y (z, y) la ecuación de una superficie que limita el 
dominio V por debajo, y z = y (=, y), la de una superficie que limi- 
ta V por arriba (fig. 317). 

Introduzcamos la noción de una integral iterada de tercer orden 
Ту, extendida por el dominio V, de una función de tres variables 
f(x, y, z) definida y continua en V. Supongamos que la proyección 
del dominio V sobre el plano Ozy es el dominio D que está limitado 
por las líneas: 

y = Ф (2), y = ф (3), z =a, z = b. 
En este caso, la integral iterada de tercer orden de la función 
7 (к, y, 2) por el dominio V se determina азі: 
b Ф096, Y 
Iy=í{ [ § f(z, y, Dd] dy} dz. (1) 
a өш) хх.) 
Notemos que, como el resultado de la integración respecto a z, y 
la sustitución de los límites en las llaves, obtenemos una función 
de ге y. Luego, se puede calcular una integral doble de esta función 
extendida por el dominio D, como 10 ћетоз hecho anteriormente. 

Demos un ejemplo del cálculo de una integral iterada de tercer 

orden. 


Ejemplo 1. Calcular la integral itorada de tercer orden de la función 
fdz, у. 2) = zyz, extendida por el dominio V limitado por los planos 


2=0,y=0,:=0,2+y+:2=1. 
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Solución. Este dominio es regular: puesto que está limitado por encima 
y por debajo por los planos z = 0, z = 1 — z — y, respectivamente y, además, 
su proyección sobre el plano Оту representa un dominio regular plano D que es 
un triángulo limitado por las rectas z = 0, у = 0, у = 1 — z (fig. 318). Por 
eso, la integral iterada de tercer orden so calcula de la manera siguiente: 


„ы 


Poniendo los límites еп la integral iterada de segundo orden extendida рог 
el dominio D, obtenemos: 


v 
zyz dz) do. 


1 3-х 


ly -{ {ЙГ me] a} dz = f { f zu И: dam 


1-х 1 
$ { $ 7 аг уд нечке 
р 


Analicemos, ahora, algunas propiedades de la integral iterada de 
tercer orden. 


m 


Propiedad 1. Si el dominio V está dividido еп dos dominios V, 
y У mediante un plano paralelo a cualquiera de los planos de coorde- 
nadas, la integral iterada de tercer orden 
extendida por el dominio V es igual a la 
suma de integrales iteradas de tercer orden 
extendidas por los dominios V, y Va. 
No hace falta repetir aquí la demos- 
ración de esta propiedad, pues, es idéntica © 
en todos los puntos а la aplicada en el caso X 
de la integral iterada de segundo orden. 


Corolario. Cualquiera que sea el modo 7:0 
de dividir el dominio У en un número finito 
de dominios V,, ..., У, mediante planos Fig. 318 
paralelos a los planos de coordenadas, se 
verifica la igualdad: 


Iy=ly, + 1y, + lv, 


Propiedad 2 (Teorema sobre la evaluación de una integral iterada 
de tercer orden). Si m y M son valores mínimo y máximo, respectiva- 
mente, de la función f (х, y, 2) en el dominio V, se verifica la desi- 
gualdad: 


< ly < MV, 


donde V es el volumen del dominio dado y Iy, la integral iterada de 
tercer orden de la función f (z, y, z), extendida por V. 
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Demostración. Evaluemos al principio la integral interior 
que forma parte de la integral iterada de tercer orden Ју == 


жю 
=551 f f(z y, 2) 4] do: 
DU 


va хб, y) elx. d) 
{ла у да < | Ма=М | d= 
xx, y) xix, y хбх, y) 
Ке) 
= Мі „ ¿Mp y) ба, yl. 
жа и 


Así, la integral interior no supera a la expresión M 12, у)—у(т, y)l. 
Por consiguiente, en virtud del teorema del $ 1 sobre las integrales 
dobles, designando por D la proyección del dominio V sobre el plano 
Oxy, obtenemos: 


Фо. y) 
к=} fa 2) de йо < 5] Mipir y) — alt, 1 do = 
D ен А 
=M ї [pie 0) —x1z, y) do. 


Pero, la última integral iterada de segundo orden es igual а la 
integral doble de la función w (z, y) — % (x, y) y, por tanto, al 
volumen del dominio comprendido entre las superficies z = % (т. y) 
yz = (х, y), es decir, al volumen del dominio V. Por consiguiente, 


ly < MV. 


De modo análogo demostremos que Jy > mV. La propiedad 2 queda 
así demostrada. 


Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de 
tercer orden Iy de una función continua f (z, y, 2) extendida por el 
dominio V es igual al producto de su volumen V por el valor de la fun- 
ción en un cierto punto P del dominio V. es decir. 


BR te 
=} $1 Í fæ y, 2d: ldy| dr=1(P) V. (2 
a Фо) xx y) 
La demostración de esta propiedad es análoga a la que hemos dado 
durante la demostración de semejante propiedad para la integral 
doble (véase $ 2, propiedad 3, fórmula (4). Ahora podremos demos- 
trar el teorema sobre el cálculo de la integral triple. 


Teorema. La integral triple de una función f (х, y, 2), extendida 
por un dominio regular V es igual a la integral iterada de tercer 
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orden extendida por el mismo dominio, es decir, 
ь ед vi 
ISIA, v ade=11 ле y, 3 dzldy) dz. 
у а Фф) ae 
Demostración. Dividamos el dominio Y mediante planos parale- 
los a los planos de coordenadas en п dominios regulares: 
Av, + Ар +... + Ap. 
Designemos con Гу, como hemos hecho anteriormente, la integral 
iterada de tercer orden de la función f (z, y, z) extendida por el 
dominio V y con /лу;, la integral iterada de tercer orden extendida 
por Av;.. En virtud del corolario de la propiedad 1 se puede escribir 
la igualdad: 


ly = lavi + lav, + 5 + lavas (3) 
Transformemos cada sumando del segundo miembro de esta ecuación 
según la fórmula (2): 
Iy = f (Ру) Av, + f (Pa) Abed... 1 РРА) Ао (4) 
donde Р; es cierto punto de Ди. 

En el segundo miembro de la igualdad (4) tenemos una suma 
integral. Según la hipótesis, la función f(z, y, 2) es continua en 
el dominio V, por lo cual, cuando el diámetro máximo de Av; tien- 
de a cero; el límite de esta suma existe y es igual a la integral triple 
de la función f (т, y, 2) extendida por el dominio V. Así, pasando 
al límite en la igualdad (4), рага diám Av; — 0, obtenemos: 


Tv=$ $$ f(z, y, 3) dv, 


o, en definitiva, cambiando de lugar las expresiones del primer 
y segundo miembros, tenemos: 
b Plx o y) 


JIi ræ, y ade=11 5 ле, y, 2) dzldy) dz. 


v а жб уй) 
El teorema queda demostrado. 
Aquí, z = % (z, y) y z = “р(х, y) son ecuaciones de las super- 
ficies que limitan el dominio regular V por debajo y por arriba. 
Las líneas y — qu (z). y = qa (2), 7 a, z — b, limitan el dominio 
D que es la proyección de V sobre el plano Огу. 


Observación. Igual que en el caso de la integral itorada de segundo 
orden, si la forma del dominio V lo permite, se puede formar la 
integral iterada de tercer orden con otra sucesión de la integración 
respecto a las variables y con otros límites. 


Cálculo del volumen de un cuerpo mediante la integral iterada 
de tercer orden. 

Si el integrando f (z, y, 2) = 1, la integral iterada de tercer 
orden extendida por el dominio V expresa el volumen V de este 
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dominio: 


Væ dz dy dz. 
|37) у (5) 
Ejemplo 2. Calcular el volumen de un elipsoide 


2 p,a 
=iata 


Solución. El elipsoide (fig. 319), está limitado por debajo, con la super- 
y F 
ficie z= — — 27 — ўт y por encima, con la 3=c 


x үн 


Fig. 319 


La proyección de este elipsoide sobre el plano Огу (dominio D) es la elipse 


2 ya 
Fr! Por consiguiente, reduciendo a la integral iterada de tercer 


orden, obtenemos: 


1—7 
брт би faz. 


Durante el cálculo de la integral interio? consideremos = constante. Haga- 
mos sustitución: 


ry — р sent, ау 


ME 22 
V — ат hasta Y ar + рог lo que t 


cost de. 


La variable y varía desde — 
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х 


Z. Poniendo los nuevos límites еп la integral, 


varía desde—3- hasta 
obtenemos: 


+ а 
A e 


а л -а 


Asi, V=L nabe. Si a=0=0, obtenemos el volumen de una esfera: 
v=$ uas, 


§ 13. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL TRIPLE 


1. Integral triple en coordenadas cilíndricas. En las así llamadas 
coordenadas cilíndricas la posición del punto P en el espacio se 
determina mediante tres números Ө, р, z, donde Ө y р son las coor- 
denadas polares de la proyección del punto P sobre el plano Оху, 


Fig. 320 


y 2 ез la cota del mismo punto Р, es decir, su distancia hasta el 
plano Огу; la última tiene el signo «más», si el punto se encuentra 
encima del plano Оху y el signo «menos», en el caso contrario 
(бд. 320). 

Dividamos el dominio tridimensional dado У en volúmenes ele- 
mentales mediante las superficies de coordenadas Ө = бү, р = pj 
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z = 2, las que son, respectivamente, semiplanos que contienen el 
eje Oz, cilindros circulares cuyo eje coincide con el Oz, planos per- 
pendiculares al eje 02. El volumen elemental es, entonces, un prisma 
curvilíneo representado el la fig. 321. El área de la base de este pris- 
ma, con la precisión de hasta infinitesimales de orden superior, es 
igual a p AU Ap, su altura es Az. Para simplificar la inscripción 
omitamos los índices i, j, К. Рог tanto, Ло = p АӨ Ap Az. La inte- 
gral triple de la función F (Ө, p, 2). por el dominio Y tiene la forma 


I= į į § F(0, p, 2 pd dp dz. (1) 
} 


Los límites de integración son determinados por la forma del 
dominio V. 

Si la integral triple de la función f (т, y, 2) está dada en coor- 
denadas rectangulares, es fácil transformarla en la integral triple en 
coordenadas cilíndricas. En efecto, al notar que 

«ope 0, у = рзеп 0, 2 = 2, obtenemos: 


ТЛО, y, 2) dzdydz= 53 F(0, p, г) 10 dp de, 
Ў > 


donde 
f (p cos 0, p sen 0, 2) = F (0, р. д. 
Ejemplo. Determinar la masa M de una semiesfera «le radio Л y centro en 


el origen de las coordenadas, si la densidad Р de su material en cada punto 
€ y, 2) es proporcional a la distancia entre este punto y la base, es decir, 
p kz. 


Solución. La ecuación de la semiesfera superior 
:= УТ 


en las coordenadas cilíndricas tiene la forma 


у 


Por tanto: 
R 


M -SgS kzp d0 dp de г 


шн, T A 
z к, 
=$ ES FT edo] 40 = $ [S ИТҮ d0 = 
о 0 о ° 
2л 
к Ri ШЫ — Y nu al LUN 
= f 37 ]%=% ES E 


2. Integral triple en coordenadas esféricas. En coordenadas 
esféricas la posición de un punto P en el espacio la determinan tres 
* números Ө, г, ф, donde г es la distancia del punto al origen de coorde- 
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nadas, así llamado radio vector del punto, q es el ángulo entre el 
radio vector y el eje Oz, 8 es el ángulo entre la proyección del radio 
vector sobre el plano Оху y el eje Ог. El último ángulo lo tomamos 
a partir del eje От, en la dirección positiva (es decir, contra el movi- 
miento de las agujas del reloj) (fig. 322). Para todo punto del espa- 
cio tenemos: 


О<г< о, 0<еФ<л, 0<0<2%a. 


Dividamos el dominio dado V en los volúmenes elementales Av 
mediante las superficies de coordenadas r = const (esferas), y = 


2 
PO pz) 
0 > 
—, 
8 Y 
Fig. 322 


const (superficies cónicas con los vértices en el origen de coordena- 
das), Ө = const (semiplanos que pasan por el eje Oz). Con la precisión 
de hasta infinitesimales de orden superior, podemos considerar el 
volumen elemental Av como paralelepípedo de las aris de longitu- 
des Ar, r Ay, г sen р AB. Entonces el volumen elemental es igual 
a (véase fig. 323): 


Av =r? sen q Ar ЛӨ Лер. 


La integral triple de la función F (0, r, «p). por el dominio V, tiene 
la forma 


VEL, r, 4) т хеп qdr do dy. (1) 
Н 


e 


Los límites de la integración son determinados por la forma del 
dominio V. De la figura 322 se deducen fácilmente «presiones 
de las coordenadas cartesianas en función de la esfé 


z=rsenqpcos0, y= rsenpsend, 2=rcosq. 
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Por eso, la fórmula de transformación de una integral triple en 
coordenadas cartesianas a la de coordenadas esféricas tiene la forma: 


ле, Y, z) dz dy dz = 
= | | | f [rsen pcosð, rsen фзепӨ, гсоз ф] г? зеп y dr dd аф. 
v 


3. Sustitución general de variables en una integral triple. Los 
pasos de una integral triple en coordenadas cartesianas a la en 
coordenadas cilíndricas o esféricas son casos particulares de la trans- 
formación general de coordenadas en el espacio. 

Supongamos que las funciones 


z= ç (u, t, w), y =% (u, t, w), z = у (u, t, w) 


representan una relación biunívoca entre el dominio V en las coorde- 

nadas cartesianas =, y, z y el dominio V’ en las coordenadas curvi- 

líneas u, t, w. Supongamos que el dominio elemental o elemento de 

volumen Av de V se transforma en el elemento Ли del dominio 
y que 


а 2/1]. 
ar AD 


Entonces: 


SSSI, y ddz dydz= 


= ИЛ, t w), plu t, w), уи, 1, а) 1] du dt dw. 
КА 
Como en el caso de la integral doble aquí, también 7 se llama 
jacobiano. Aquí, de modo idéntico, como lo hemos hecho para las 
integrales dobles, se puede demostrar que el jacobiano es numérica- 
mente igual a la determinante de tercer orden: 


Ox dx дг 
ди ðt дь 

ду ду 
du ðt дш|` 
% 108-086 
би öt дш 


Así, cuando se trata de coordenadas cilíndricas, tenemos: 
z=pc0s8, y=psen0,2=z (p=u,0=1,2=w) 
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cosð —pseng 0 


=|sond0  pcos9 0|=p. 
0 0 1! 


En el caso de coordenadas esféricas tenemos: 
т==г sen ф cos Ө, у= г sen ф sen Ө, z=r cos q (r=u,p=t,0=w); 


sen pcos лсоз фсоз9 —rsenqsend 
[=|sengsen9 rcospsend r sen ф созӨ | =r*sen q. 
соз ф —rsenq 0 1 


$ 14. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO 
Y COORDENADAS DE SU CENTRO DE GRAVEDAD 


1. Momento de inercia de un cuerpo. Los momentos de inercia 
de un punto material M (z, y, z) de masa m, respecto a los ejes de 
coordenadas Ох, Oy, Oz (fig. 324) se expresan, co- 
rrespondientemente, por medio de las fórmulas: 

Isa = (Y +2) т, 
Iy = (#%+ 23) т, I: = (2+ у?) т. 


Fig. 324 Fig. 825 


Los momentos de inercia de un cuerpo se expresan por las integra- 
les correspondientes. Así, por ejemplo, el momento de inercia de 
un Cuerpo respecto al eje Oz, se expresa por la integral /,, = 


== $ ў ў (z? + y?) y (z, y. 2) dz dy dz, donde ү (х, y, z) es la densidad 
% 


de la materia. 


206 Integrales múltiples 


Ejemplo 1. Calcular el momento de inercia de un cilindro recto circular 
de radio А y altura 2% respecto al diámetro de su sección media, la densidad es 
constante e igual a yo. 


Solución. Elijamos un sistema de coordenadas del modo siguiente: diri- 
jamos el eje Oz a lo largo del eje del cilindro y coloquemos el origen de соог- 
denadas en su centro de simetría (fig. 325). 

El problema se reduce al cálculo del momento de inercia del cilindro res- 
pecto al eje Oz: 


$ $ (u2 +22) vodz dy dz. 


Pasando a las coordenadas cilíndricas, obtenemos: 


2a ROR 
еъ { [ 24 orsonzo) a] p ap} ао 
АГЫ. 
=v $ { ў [25-26] р а) do 
% 
эл 


0 2 д? 
=y [2 ny 
А x] уолАн E к]. 
2. Coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo, Análogamente а lo 
expuesto en el 8, cap. XI (tomo 1) para los figuras planas, las coordena- 
das del centro de gravedad de un cuepro se expresan por las fórmulas: 


sy zy (z, y, 2) dz dy dz SS f vy (=, y, 2) de dy de 
á 


s= JJI vev dr dyd i OTT ye, n dr dyd 
è 


рар 1, 2) de dy dz 
Y 


SIS ví, y, 2) de dy dz ' 
Ў 
donde y (z, y, 2) es la densidad. 
Ejemplo 2. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 
d superior de una esfera de radio R y centro en el origen de coordena- 
la densidad yọ es constan 
Solución. La semiesfera está limitada por las superficies 
“Y RZAZ, 2-0, 
La cota de su centro de gravedad se determina por la fórmula: 


551 avo dz dy dz 


=” юа: s 
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Pasando a las coordenadas esféricas, obtenemos: 


En virtud de la simetría de la semiesfera, evidentemente tenemos 


же=йс 


$ 15. CALCULO DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES 
DE UN PARAMETRO 


Examinemos una integral que depende de un parámetro а: 
b 
1(a)= \ f (x, а) dz. 


(Las integrales de este tipo ya las hemos considerado en el § 10, 
cap. ХІ, tomo 1). Indiquemos sin demostración que si la función 
f (z, a) es continua respecto a х en el segmento (a, b), y respecto 
a a en el segmento la,, asl, la función 


t 
1 (a) = f (z, а) dz 


es continua еп el segmento [a;, as]. Por tanto, podemos integrar 
la función / (а) respecto a а en el segmento [ш asl: 


as as b 
}1@®4&= \ (176, a) dz)da. 


La expresión del segundo miembro es la integral ¡terada de segundo 
orden de la función f (х, a), por el rectángulo correspondiente al 
plano Ота. En esta integral se puede invertir el orden de la integra- 
ción: 


вз р ү 
{ (}/@, a)dz)da = \ (ле, a) da )dz. 


Esta fórmula muestra que para la integración de una integral 
dependiente de un parámetro а es suficiente integrar el elemento 


de integración respecto a este parámetro а. Esta fórmula suele ser 
útil también, al calcular ciertas integrales definidas. 
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Ejemplo. Calcular la integral 


bj ax p-b: 

$ AE Т 
0 

Esta integral indefinida del integrando no se puede calcular mediante las 

funciones elementales. Para resolver el problema, examinemos otra integral 

que se calcula fácilmente: 


ў dz = >0. 
з 


Integrando esta igualdad entre los límites desde с = а hasta a=b, obte- 
nemos: 


Cambiando el orden de integración en la primera integral, escribamos esta 
igualdad en la forma siguiente: 


œ b b 
[0 ааа, 
0 a 

de donde, calculando la integral interior, obtenemos: 


Ejercicios para el capítulo XIV 
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Calcular las integrales*): 1. § G crtu az av Respuesta: +=. 
01 


| 


*) Como hemos indicado anteriormente, si la integral está escrita en la 


хУЗ 


% 
A 


42 Y 
dy de 15 
2. ёт + Respuesta: $ ту dz dy. Respuesta: "O 
х 


forma: [ре y) dz dy, entonces consideremos que la primera integración se 


йа respecto a la variable, cuya diferencial ocupa ol primer lugar, es 
ir: 


kaz 


L N L 
і 10. v) dzdy=5 (| 1(=, y) dz) dy. 
MK 


Ejercicios para el capitulo XIV 209 


А 
1 = dy d: да 
4. f $ rdrdd, Respuesta: у лай, 5, $ $ теру. Respuesta: Ср— 
0 aceno dE 
л а 2y 
—aarcig t. 6. $ $ zy dz dy. Respuesta: ра8 ар. Respuesta: 
0 y-a 
3 лы 
16 дь, 


Determinar los límites de integración para la integral $ { f(x, y)dz dy, 
D 


donde el dominio de integración está limitado por las líneas: 8. z 


2=3, 
35 

y=—1,y=5, Respuesta: | | f(x, y)dydz. 9. y=0, у=1—22, Respuesta: 
ЕЛ 


Аа-а а уй 
ў f ле, dyder. 10. 22402-02, Respuesta: | § f(z, y) dydz, 
ЕЛИ, la via 
2 
1 Ea 
M.y=-2_,y=x*. Respuesta: $ $ { (2, v) dy dz. 12.y=0,y=a,y=x, 
1422 ») 
LA 
а y+la 
y=z—2a, Respuesta: | | He v) dz du. 
ò 


v 
Invertir el orden de integración en las integrales: 


1 их 
4. фе. y)dy dz. Respuesta: fire y) dz dy. M4. } Y йш. 


ТШ avi 
Respuesta: 4 Y He, Ида. 15. SÍ He, y)dedy. Respuesta: 
ia 05 

e a 1 ут 

\ } He. у) уак. 16. И f(z. у) ду ах. Respuesta: 

0 a- Vara 1 0 
1 Ит 1 iy 
ўр ле. Магар 17. f ү 0,0) аду. Respuesta: 
-Yiz 0 -yT 

o Ит 


ti-a 
ривает) рл ayaz 
ї 0 0 


14-536 
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Pasando a las coordenadas polares, calcular las integrales siguientes: 
л 
а Va 


s.f $ ЛУ а#—т%—у%4у dz. Respuesta: jiv 


п 
a уйла Ж» 

19. $ (=2-|-y2) de dy. Respuesta: $ $ pap а=. 
а °% 

я 

„= 2 о 

20. { Ç e= шуат. Respuesta: \ NP pap ao. 
°% 60 


За Y Zax—x 
а. ў $ dy dz. Respuesta: 
5 0 


Transformar las integrales debes, inzroduciendo nuevas variables и y v, 
ligadas con z е y mediante las fórmulas 20—00, у=ш: 


¿px 


за 


рк 


а сов 

ла? 
$ ETE 
5 


22, $ Y Me y)dy dz. 
ах 
РЧ EA 
THB io eb 
Respuesta: \ } f (и— чь, и) и du dv. 23. { пе y) dy dz. 
БЫ 
be ь 
PT (т 
Respuesta: ў $ f(u—uv, uv)ududo+ $ Í f(u—uv, uv) иди др. 
0 D 0 


dte 

Aplicación de la integral doble para el cálculo de áreas 

24. Calcular el área de la figura, limitada por la parábola y2=2x y la 
recta ус =. Respuesta: -5 

25, Calcular el área de la figura, limitada por las líneas y2=4az, 
2+y=3a, y=0. Respuesta: La 

1 1 4 

26. Calcular el área de la figura, limitada por Jas líneas z? +y2=a7?, 
2+y=a. Respuesta: y. 

27. Calcular el área de la figura, limitada por las líneas y=sen z, 
у= созт, z=0. Respuesta: Y2—A. 


28. Calcular el área de un lazo de la curva p=a sen 29, Respuesta: 295. 
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29. Calcular toda el área, limitada por la lemniscata р? = а? cos 29. 

Respuesta: а?. 
' z?  у%\2_2шу 

30. Calcular el área de un lazo de la curva (25447) ==. 

Indicación: pasar a las nuevas variables х=расоз@ e y=pbsen0, 


аз 
Respuesta; E 


Cálculo de volúmenes 

31. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies: 
1, #=0, y=0, 2—0. Respuesta: 200. 32, 2=0, зару, 
=+y+2=3. Respuesta: Зп. 33. (2 —1)2--(у—1)2—1, 2y=z, 2=0. Respues- 


la: п, 34, 234 y2—2ar=0, 2—0, a24yl= 2%, Respuesta: F-a. 35. y=2?, 


2—03, 20, ¿=124y—a2 Respuesta: 49. 

36. Por los planos de coordenadas, el plano 2x-+ 3y—12=0 y el cilindro 
3 y?. Respuesta: 16. 
37. Por el cilindro circular de radio a y eje que coincide con el eje Оз, 


з= 


los planos de coordenadas у el plano Fi Respuesta: a? Es Ч 


173 
38. Por los cilindros 28-4+y2=a%, 224-22-42, Respuesta: LL as, 39, уз 


+al=x, гу, z=0. Respuesta: #- 40. хї-- у1--:3 = а, 224 y2=R9, a >R. 


Fa). 41. асе зау, 2=0, 224-02 202, Res- 


Respuesta: L n [аз3—Су/® 


puesta: Злая, 42. pl=a8cos 20, -1-у--:% = а3, ¿=0, (Calcular el volumen 


interior respecto al cilindro). Respuesta: -4 а3 (3л +20—16 У). 


Cálculo del área de una superficie 


43. Calcular el área de la parte de la superficie del cono 224 y2==2, 

separada por el cilindro 224 y2=2azx. Respuesta; 2ла? Y/Z. 
. Calcular área de la parte del plano z+y+z=2a, que se en- 
cuentra еп el primer octante у está limitada рог el cilindro 244 y%=a%. 
лай. = 
Respuesta: T y3. 

45. Calcular el área de la superficie de un segmento esférico (del menor), 
si el radio de la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es 
igual a b. Respuesta: 2л (2—a `}/ аї —ё®). 

46. Hallar el área de la parte de la superficie de una esfera 22424 


lindro + i =1 (a>b). Res- 


+22=a2 separada рог la superficie del 


yaza 


puesia: 4na?—8a?—aresen Y 


14 
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47. Hallar ol área de la superficie de un cuerpo formado por la intersección 
de dos cilindros 2 + y? = al, y? + 22 = a?. Respuesta: 1ба%. 
48. Calcular el área de la parte de la superficie cilindrica 22 + у? = 2аг 
comprendida entre el plano z= 0 y el cono 2% 4 y? = 21. Respuesta: Bat, 
49. Calcular el área de la parte de la superficie cilíndrica z 
comprendida entre los planos z = mz y z = 0. Respuesta: 2ma?. 
50. Calcular el área de la parte de la superficie de un paraboloide y? -- 
Заг comprendida entre el cilindro parabólico y? = аг у el plano 


. Respuesta: Fue 398 1). 


Cálculo de la шава, de las coordenadas del centro de gravedad y del 
momento de inercia de figuras planas 


(En los problemas 51-62, y 64 supongamos que la densidad superficial es cons- 
tante e igual a 1). 

51, Determinar la masa de un disco circular de radio a, si la densidad 
en cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia entre P y 
el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a К). Respuesta: лаК. 

52. Calcular las coordenadas del contro de gravedad de un triángulo equi- 
látero, tomando el eje Oz por su altura, y el origen de coordenadas, por su 
vértice. Respuesta: х = < > Lo yaa 


53. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector cir- 
cular de radio a, tomando el eje Oz рог la bisectriz de su ángulo. El ángulo 
na 


de abertura del sector es igual а 22. Respuesta: ze y Ye=0. 
54. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la mitad superior 
del círculo 22-+y2=0%, Respuesta: ze=0, yete. 
56. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de un 
arco de cicloide z= a (1 —sen t), у = в (1-- cos t). Respuesta: з. = an, ES 
56. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del área limitada por 
un lazo de Ја curva p?=a?cos 20. Respuesta: ге ®-, „0. 
57. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de la 
cardioide p=a(1-4-cos 0). Respuesta: + Ye=0. 


58. Calcular el momento de inercia del área de un rectángulo, limitado 
por las rectas z=0, z=a, y=0, y=b, respecto al origen de coordenadas, 


Respuesta: еы. š 


50. Calcular el momento de inercia de la elipse It : 
a) respecto al eje Oy; b) respecto al origen de coordenadas. Respuesta: 


aI: 403) 


60. Calcular el momento de inercia del área del círculo p=2a cos гез- 


pecto al polo. Respuesta: 2 nat, 
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61. Calcular el momento de inercia del área de la cardioide p= 
35ла& 

=a (1—cos 0) respesto al polo. Respuesta: “ү; 

62. Calcular el momento de inercia del área del círculo (z—a)?+ 
-+ (y —b)2=2a*, respecto al eje Oy. Respuesta: Зла. 

63. Se da una placa cuadrada de lado a. La densidad en cada punto de 
esta placa es proporcional a la distancia desde este punto hasta uno de los 
vértices del cuadrado. Calcular el momento de inercia de la placa respecto 


a un lado que pasa por este vértice. Respuesta: -py kaS17 VĒ+31nx 


х (Y2+1)], donde k es el factor de rcionalidad. 
Y Calcular el momento de inercia del área de la figura limitada por 


la parábola y2=az y la recta z=a respecto a la recta y=—a. Respuesta: 
qe. 
Integrales triples 

65, Calcular | $ ns si el dominio de integración está 


limitado por los planos de coordenadas y el plano z-+y-+2=1. Respuesta: 
п 


Ш а x „ 
66. Calcular f {5 ES aja de] av) dz. Respuesta 
0 


67. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la esfera 72 + y2-+22=4 
y la superficie del paraboloide 22+y2=3z. Respuesta: 2. 

68. *) Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momentos 
de inercia de la pirámide limitada por los planos: ==0, y=0, z=0; 


al 


ds a Ej “сора y bao 
IAS 1. Respuesta: зет з Y=: e La lr 
т, = RS 


69. Calcular el momento de inercia de un cono recto circular respecto 


a su ejo. Respuesta: -h лїгї, donde A es la altura del cono y r, el radio 


de su base, 
70. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la superficie de la 


ecuación (224-424 23)2=a%, Respuesta: = па?, 


71. Calcular el momento de inercia de un cono circular respecto al 
2 
л (2һз--3з). 
72. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi- 
tado por una esfera de radio a y una superficie cónica, de ángulo en el vértice 
2a, si el vértice del cono coincide con el centro de la esfera. Respuesta: те = 0, 


diámetro de su base. Respuesta: 


*) En los problemas 68-69, 71-73 supongamos que la densidad es constante 
e igual a 1. 
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ye—0, s= EN (1 + cos a) (el eje Oz coincide con el del cono y el vértice, 


con el origen de coordenadas). 

73. cular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi- 
tado por una esfera de radio a y por dos planos, que pasan por el centro de la 
esfera y forman entre sí el ángulo de 60°. Respuesta: р = = == 
(el oje Oz se toma рог la línea de intersección de los planos; el contro de la esfe- 
ra, por el origen de coordenadas; p, Ө, Ф зоп las coordenadas esféricas). 


1 


74. Utilizando la igualdad + $ «79% da (a >0), calcular las 
% 


шеше LE y 0 HEESE, ламана Y ү: VE. 
0 


CAPITULO XV 


INTEGRALES CURVILINEAS E INTEGRALES 
DE SUPERFICIE 


$ 1. INTEGRAL CURVILINEA 


Supongamos que el punto Р (т, y) se desplaza a lo largo de una 
curva plana /, de un punto M a un punto N. Al punto Р está aplica- 
da la fuerza Ё que varía en magnitud y dirección cuando Р se despla- 
za, es decir, la fuerza es una función de las coordenadas del punto P: 


F =F (P). 


Calculemos el trabajo A de la fuerza F cuando el punto P se 
desplaza de M a N (fig. 326). Dividamos, para esto, la curva MN 
en n segmentos arbitrarios por los 
puntos Mo = M, M, Mz n.. 
..., Ma =N, partiendo de M a 
N, y designemos por As; el vector 
MiM +1. Designemos рог F; la 
magnitud de la fuerza F en el punto Y 
Mı. En este caso, el producto esca- 
lar FAs; podemos considerarlo 
como la expresión aproximada del 
trabajo de F a lo largo del arco 


Мй: 


Ага Fis. 
Ѕеа: 2 
F = X (z, у) У (z, у) ј, 
donde X (z, y) e Y (2, y) son pro- 
yecciones del vector F sobre los 
ejes От y Oy. Designando por Az; y Ay; los incrementos de las coor- 
denadas z; е y; durante el paso de M; а Му, obtenemos: 


Ası = Azii + Лу). 


х 


XxX 
Fig. 326 


Por consiguiente, 
F: As; = X (х1, у) Ах + Y (21, ya) Aya. 
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El valor aproximado de trabajo A de la fuerza F en toda la curva 
MN es: 


Ax È кла = D [X (а, v) Ant Y (en dAn (D 


Sin hacer las definiciones rigurosas indiquemos mientras tanto 
que, si el límite de la expresión del segundo miembro de la igualdad 
existe cuando As; — 0 (es evidente que Az; > 0 y Ay; —> 0), enton- 
ces, este límite expresa el trabajo de la fuerza F a lo largo de la 
curva L entre los puntos M y N: 

А 


A= lím х, и) Az; + Y (2, и) Ау]. (2 
аге: 
и 


El límite *) del segundo miembro se Пата integral curvilínea de 
X (х, y) e Y (т, y) a lo largo de la curva L, y se designa así: 


A=]X(, y ас Y (z, y) dy (3) 


ГД 


ў X(z, y 424 Y (x, y dy. (3) 
cm 


Los límites de las sumas de la forma (2) se encuentran a menudo 
en matemáticas y física, X (z, y) e Y (=, y) se consideran como 
funciones de dos variables en un cierto dominio D. 

Pongamos las letras M y N, que reemplazan los límites de 
integración еп la integral (3”), entre paréntesis, para indicar que 
ellas no son números, sino designaciones de los extremos de la curva 
рог la que se toma la integral curvilínea, La dirección a lo largo 
de la curva L de M a N se llama sentido de integración. 

Si la curva £ es la del espacio, la integral curvilínea de las tres 
funciones X (z, y, 2), Y (z, y, 2) Z (т, y, 2) se determina de una 
manera análoga: 


Xx Y dz +Y (т, y, dy +Z (z, y, 2) di= 


= lim Y X (т, Ya Za) Атк + Y (дь, 29) Аук + Z (ть, Yr 20) Азу. 


La letra L por debajo del signo de la integral indica que la integra- 
ción se efectúa a lo largo de la curva L. 
Indiquemos dos propiedades de la integral curvilínea. 


*) Aquí, el límite de la suma integral se entiende en el mismo sentido que 
en el caso de la integral definida (véase $ 2, cap. ХІ, tomo 1) 
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Propiedad 1. Una integral curvilínea se determina por el ele 
mento de integración, la forma de la curva de integración y el senti- 
do de integración. 

La integral curvilínea cambia de signo simultáneamente con el 
cambio del sentido de integración, puesto que en este caso el vector 
As, y, por tanto, sus proyecciones Az y Ay cambian de signo. 


Propiedad 2. Dividamos la curva L рог el punto К en dos partes 


Li y La de modo que MN = MK + KN (fig. 327). Entonces de la 
fórmula (1) directamente se deduce: 


(N) w 
| xdr4+ Y dy= \ Xdz4+Ydy+ \ Xdz+ Үау. 
(м in de 
Esta correlación es válida para cualquier número de sumandos. 
Indiquemos más que la definición de integral curvilínea es válida 
también cuando la curva L es cerrada. 
En este caso el origen y el extremo de la curva coinciden. 
A Por eso, cuando tenemos una curva cerrada no podemos escribir 
M 
}, X de + Y dy, sino sólo { X dz + Y dy, indicando obligatoria- 


(м) 1. 
mente el sentido del recorrido a lo largo de la curva cerrada L. Para 
designar la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado L 


frecuentemente se usa también el símbolo $ X de + Y dy. 


L 

Observación. Hemos llegado a la noción de la 
integral curvilínea, considerando el problema 
sobre el trabajo de una fuerza Ё' en un segmento 
curvilíneo L. 

En este caso supongamos que en todos los 
puntos de la curva L está dada la fuerza F 
como una función vectorial de las coordenadas 
del punto de aplicación (т, y); las proyecciones del 
vector variable F sobre los ejes de coor- 
denadas son iguales a las funciones escalares 
(es decir, a las numéricas) X (z, y) e Y (z, y). Por esto, 


una integral curvilínea de la forma y dz + Y dy podemos consi- 


Fig. 827 


derarla como la integral de la función vectorial F dada por sus 
proyecciones X y Y. 

La integral de la función vectorial F a lo largo de la curva Г, se 
designa por el símbolo 


$ кав. 
2 
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Si el vector Ё' se determina por sus proyecciones X, Y, Z, enton- 
ces, esta integral es igual a la integral curvilínea 


$ X dx4 Y dy 4 24. 
En particular, si el vector 7" se encuentra en el plano Ozy, la integral 
de este vector es igual a: 
| X dz + Y dy. 
Cuando la integral ПЕЕ Н de una función vectorial F' se toma 


a lo largo de una curva cerrada L, esta integral curvilínea se llama 
circulación del vector F' a lo largo del contorno cerrado L, 


$ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL CURVILINEA 


En este párrafo propongamos precisar la noción del límite de la 
suma (1), $ 1, y, en relación con esto, precisar la noción de la 
integral curvilínea e indicar el procedimiento de su cálculo. 


Fig. 328 


Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones en forma 


paramétrica: 
2=9 (t), y=y(t). 


Analicemos el arco MN de esta curva (fig. 328). Sean a y B los 
valores del parámetro correspondientes a los puntos M y N. Divida- 
mos el arco MN en elementos parciales Аз, por los puntos 
Mi (а, y1), Ma (22, уз), ..., Mn (En Yn), haciendo 


Ti = Ф (ti), y =p (ti). 
Examinemos la integral curvilínea 
} X (z, ydr4 Y (z, y)dy, (1) 
L 
definida en el párrafo anterior. Demos aquí sin demostración un 


teorema sobre la existencia de la integral curvilínea. Si funciones 
Ф (t) y y (0 son continuas y tienen derivadas continuas Ф (f) y Y (t) 
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sobre el segmento la, В) y si, además, las funciones X 1 (t), Ф (01 
e Y lp (t), y (01 son continuas como funciones de t en este segmento 
entonces existen los límites 


ит Y X (zn y) Arı = Í X (2, фах, 


Axio {А 


n 
lim Y Y (2, y) Ли = $ Y (2, y)dy, 
Avio іа 

donde Tı e у, son las coordenadas de cierto punto del arco Ası. Estos 

límites no dependen del modo de dividir la curva L en arcos parciales 

Ası, cuando Аз + 0, ni de la elección del punto М. (т, у) en el 

arco Ası. Estos límites se llaman integrales curvilíneas у se represen- 

tan así: 


(2 


lím Y X(n Y) Azi =$ X (z, y) dz, 


Axio 1 


lim Y Y (E y) Avi = | Y (2, y) dy. 
Avi >o i= L 

Observación. Del teorema citado se deduce que hacia un mismo 
límite (es decir, hacia la integral curvilínea) tienden las sumas, 
definidas en el párrafo anterior donde los puntos M; (21, у) son 
los extremos del arco As;, siendo arbitrario el sistema de división 
de L en los arcos parciales Аз. 

El teorema formulado da la posibilidad de obtener el método 
para calcular las integrales curvilíneas. 

Así, según la definición, tenemos: 

о 


х, 042 Па Ў X n й) Ал, (3) 


Gr Акно (1 
donde 


Аа = 21 — Za Ф (ti) — Ф (Н). 
Transformemos la última diferencia según la fórmula de Lagrange: 
Azi =p (t) — 9 (4) = 9 (т) (t — 1-1) = 8 (т) Ata, 
donde т; es cierto valor de £ comprendido entre los valores f;_4 


y ti. Puesto que el punto тү, y, en el arco As; es arbitrario, elijámos- 
lo de modo que sus coordenadas correspondan al valor del pará- 
metro т: 


z=), =p). 
Poniendo en la fórmula (3) los valores obtenidos de ту, у; y Atı, 
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obtenemos: 
w) а 


{ Хү, yar= lim У Х[ф(т)зр(тд] ч) Аа. 
(M) Ati+014=1 


El segundo miembro es el límite de una suma integral para la fun- 
ción continua de una sola variable X [Ф (0), 
y (0) y” (t) en el segmento [а, Bl. 
Por consiguiente, este límite es igual а la 
integral definida de esta función: 
в 
Хе D d= f хе 0, 90019 (0 de. 


Análogamente, obtenemos la fórmula: 


(N) в 
ы @ йй=ўҮ[ф(@, Ф(0] W (0 ш. 


z 


Fig. 329 Fig. 330 


Sumando miembro a miembro estas igualdades, obtenemos: 
ор 


} X (z, 0+ Ү(т, y)dy = 
(Mm 


B 
==} (Xip), YO (0 +YP, pOl (0) de. (4) 


Esta es la fórmula buscada para calcular una integral curvilínea. 
De manera análoga se calcula la integral curvilínea 


{ха:+Үй-+ 74 
a lo largo de una curva еп el espacio, dada por las ecuaciones = = 
=Q (0, у= % (0, z = х (0. 


Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea de una terna de funciones: 22; 
3ay%; —zfy (o, que es lo mismo, de la función vectorial 23 +- 3zy?/ — 2*yk) 
a lo largo de un segmento de la recta que parte del punto M (3,2,1) al punto 
N (0, 0,0) (fig. 320). 
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Solución, Para hallar las ecuaciones paramétricas de la línea MN a lo 
largo de la cual se debe realizar la integración, escribamos la ecuación de la 
recta que pasa por los dos puntos dados: 


"T ar 


designando por + el valor común de todas estas razones, obtenemos las есиасїо- 
nes de la recta en forma paramótrica: 


z= 3t, у= 21, = 


Es evidente, que al origen del segmento MN corresponde el valor del parámetro 
1 y al охігето, el valor de £ = 0. No es dificil hallar las derivadas de т, 
respecto al parámetro £ (las que necesitaremos para calcular la integral 


Y 
curvilínea): 


ы! 


„у =2, эр mt. 
Ahora podemos calcular la integra! curvilínea buscada con ayuda de la 
fórmula (4): 
«у 
{ 29 de + 32y? dy —2%y d:= 
de 
a o 
= $ (8193.33 (24)2-2— (31)2.21-1] dt = { 8713 di = E. 
А ї 
Ejemplo 2. Calcular la integral curvilfnea de wn par de funciones; Get 
) 


10 zy*, a lo largo de la curva plana y = 2° entro los puntos M (1, 1) y N (2, 
(fig. 330). 
Solución. Para calcular la integral buscada 
~ 
| 6x3y dz-4-10zy? dy 
de 
hacen falta las ecuaciones paramétricas de la curva dada. Pero, la ecuación de 
Ja curva y dada explícitamente, es un caso particular de la ecuación 


paramétrica: aquí, la abscisa z del punto de la curva sirve de parámetro y las 
ecuaciones paramétricas de la curva son: 


жтт, у= 23. 


El parámetro z varía de = 


1 a z, = 2. Es fácil calcular las derivadas гез 
pecto al parámetro: 


ml, y 30. 

Por consiguiente, 

(N) 2 

{ 6z2y dz4+ 10r :dy= | [бу®кз.1--10лх®.3х%] dz = 
i 


de 
2 
= { (6254-3029) dz = [z6 43210]: = 1084. 
1 


Mostremos, ahora, algunas aplicaciones de la integral curvilínea. 
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1. La expresión del área de un dominio, limitado por una curva 
limitada, en función de una integral curvilínea. 

Sea dado en el plano Оту un dominio D limitado por un contorno 
L tal que toda paralela a uno cualquiera de los ejes de coordenadas 
y que pasa por algún punto interior del dominio, corte la frontera 
L no más que en dos puntos (es decir, 
el dominio D es regular) (fig. 331). 

Supongamos que el segmento la, 
b] es la proyección del dominio D sobre 
el eje Ox; abajo D está limitado por 
la curva (l): 

y = y: (2) 
y encima, por la (l): 
= ya (ш), ly (а) Sy: (2)1. 

Entonces, el área del dominio D es 
igual a: 


5 


Y ya (2) dz — lua de. 


Fig. 331 


S 


Pero, la primera integral es una integral encvillcer a lo largo 


de la curva l» (MPN) puesto que y = уз (2) es la ecuación de esta 
curva; por tanto: 


b 
ўр (0 dr= \ ydr. 
a MPN 
La segunda integral es una integral curvilínea a lo largo de la curva 
A 
1 (MQN), es decir: 
} и) с | ydz. 


En virtud de la propiedad 4 de la integral curvilínea, tenemos: 


{ ydr=— $ уйт. 
MPN хРм 
Рог consiguiente, 
S=— {| ydr— | ydr=-— \ уйг. (5) 
NPM мох L 


Tengamos en cuenta que la curva Z se recorre en el sentido contrario 
al movimiento de las agujas del reloj. 


Si una parte de la frontera L constituye un segmento M,M, 
м) 


paralelo al eje Oy, entonces { y dz = 0, y la igualdad (5) es válida 


(мр 
también para este caso (fig. 332). 
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De modo semejante podemos demostrar que 
5= і ady. (6) 


Sumando miembro a miembro las igualdades (5) y (6) y dividien- 
do por dos, obtenemos una fórmula más para calcular е1 área S: 


=} feau —vaz. (7) 
L 
Ejemplo 3. Calcular el área de la elipse 
z= а cos t, у = b зеп t. 
Solución. Según la fórmula (7) hallamos: 


з 
s=4 $ [а cos tb сов t—b sen t (— а sen )] dt=nab, 
$ 


Notemos que la fórmula (7), así como las fórmulas (5) y (6), son 
válidas también para las áreas de dominios cuyas fronteras se cortan 
por las paralelas a los ejes de coordenadas 
en más de dos puntos (fig. 333). Para de- 
mostrarlo, dividamos el dominio dado 
(fig. 333) en dos dominios regulares me- 
diante la línea /*. La fórmula (7) es 
válida en cada dominio. 

Sumando miembro a miembro, obtenemos 
en el primer miembro el área del dominio da- 
do y en el segundo, la integral curvilínea 


Fig. 332 


(соп el coeficiente 1.) tomada a lo largo de 


toda la frontera, puesto que la integral indicada a lo largo de la 
línea de división 1* se toma dos veces: una vez en el sentido directo, 
y otra, en el sentido inverso, por lo cual es igual a сего. 

2. Cálculo del trabajo producido por una fuerza variable F en 
una trayectoria curvilínea L. 

Ya hemos indicado al principio del $ 1 que el trabajo de una 
fuerza F = X (z, y, Di+ Y (x, у, z)j + Z (zx, y, 2) № a lo largo 
de una curva L = MN es igual a la integral curvilínea: 

~) 


а= J X y adet Y (z y, Adyt Zie, y, 2) 4. 
м 


Analicemos un ejemplo concreto del cálculo del trabajo de una 
fuerza. 
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Malaz, bza) 


Е тд 
Д 


Fig. 333 Fig. 334 


Ejemplo 4. Calcular el trabajo А de la fuerza de gravedad #' durante el 
desplazamiento de masa m del punto М, (а, бү, cy) al punto Ma (аз, De, сз) 
a lo largo de una trayectoria arbitraria L (fig. 334). 


Solución. Las proyecciones de la fuerza de gravedad 27 sobre los ejes de 
coordenadas “son: 
X = 0, Y = 0, Z = —mg. 
Por tanto, el trabajo buscado es: 


мә a 
A= | Xdr+Y dy+Zd:= { (— mg) de =mg (c1—c2). 
(My сі 


Como so ve, en este caso la integral ситуййїпеа no depende de la trayectoria 
de integración, sino solamente de Јаз posiciones de los puntos inicial y final. 
Hablando con mayor precisión, el jo de la fuerza de gravedad depende 
sólo de la diferencia on alturas ocupadas por el punto inicial y por el final. 


$ 3. FORMULA DE GREEN 


Determinemos la relación entre la integral doble extendida por 
un dominio plano D y la integral curvilínea a lo largo de la frontera 
L de este dominio. 

Supongamos que en el plano Оху está dado un dominio D regular 
tanto en la dirección de Ox, como Oy, limitado por un contorno 
cerrado L (fig. 331). Sea este dominio limitado abajo por 1а curva 
у =p (2) y encima, рог la curva y = уз (z), ya (2) < уг (2) 


(a<z ji 

$ conjunto estas dos curvas forman el contorno cerrado L, 
Sean dadas en el dominio D dos funciones continuas X (z, y) 
y Y (т, y), que tienen derivadas parciales continuas. Examinemos 


la integral 
ПЕ № аву. 
D o 
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Representándola en la forma de la integral iterada de segundo orden, 
obtenemos: 
ь ш) ь 
шы Кы ин је» 
dy dy 
D а uG 


e 2 


dr = 


зб) 
lu 


a 
=| хе Ya(2)) —X (2, y (2)]dz. (1) 


Notemos que la integral 
ix (2, ya(z,) dz 
es numéricamente igual a la integral curvilínea 
к. E, nas, 


a lo largo de la curva MPN, cuyas ecuaciones paramétricas son 
т=з, у= j (2), 


donde х es el parámetro. 
De este modo, 


b 
| X (z, y(2))dr= 5, X (z, y de. (2) 
а MPN 

Análogamente, la integral 


ь 
}Х@ и (9) 4 


es numéricamente igual a la integral curvilínea a lo largo del arco 


b 
Í X (z, и(шахт= | X(z, y) dz. (3) 
а (мому 
Sustituyendo las expresiones (2) у (3) en la fórmula (1), obtenemos: 
| IX dzdy = ( X (z, y dz— f X( уй. (0) 
D 


ду МР мох 
Pero, 


SY Х(т ydi=— | X(z, уат 
MQN NQM 


15-536 


226 Integrales curvilineas e integrales de superficie 


(véase $ 1, propiedad 1). Por consiguiente, podemos escribir la 
fórmula (4) en la forma: 


A azar = ( X (£. ййс+ { X (z, y de. 
D ду MPN MQN 


Pero, la suma de las integrales curvilíneas del segundo miembro 
es igual а la integral curvilínea а lo largo de toda la curva cerrada 
L en sentido del movimiento de las agujas del reloj. Por tanta, la 
última igualdad puede ser reducida a la forma: 


IERTE f X, уй. (5) 
ду 


L (según las agujas del reloj) 
Si una parte de la frontera está representada por un segmento 
la, paralelo al eje Oy, entonces tenemos ўх (т, у) 42 = 0 y la 


з 
ecuación (5) permanece válida también para este caso, 
De manera igual hallamos: 


[а= | Y (2, йау (6) 
а 


L (según las agujas del reloj) 
Restando (6) de (5), obtenemos: 


SE) аа ( X dz + Y dy. 


ду Dx 
D 
L (в°а@п las agujas del relo) 


Si el sentido del recorrido del contorno Г, es inverso al movimien- 
to de las agujas de un reloj, tenemos *): 


SE -2) а | хас Ydy. 
аг ду 


1 


Esta es así llamada fórmula de Green por nombre de físico y mate 
mático inglés D. Green (1793—1841) **). 


*) Si en una integral curvilínea рог un contorno cerrado L no está 
indicado el sentido del recorrido, se supone que esto se efectúa a la dirección 
contraria al movimiento de las agujas del reloj. Se hacen referencias especiales, 
si el recorrido está realizado en el sentido de las jas del reloj. 

+s) Esta fórmula es un caso particular de una fórmula más general, obte- 
da por el matemático ruso M. V. Ostrogradski. 
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Hemos supuesto que el dominio D es regular. Pero, igual que 
en el problema del área (véase $ 2) se puede demostrar que esta 
fórmula es válida para cualquier dominio que podemos dividir en 
los dominios regulares. 


$ 4. CONDICIONES PARA QUE UNA INTEGRAL CURVILINEA 
NO DEPENDA 
DE LA TRAYECTORIA DE INTEGRACION 


Examinemos la integral curvilínea 
m 
ў X dr +Y dy, 
(M) 


a lo largo de una curva plana L que une los puntos 
M y N. Supongamos que las funciones Я 


X (т, y) e Y (т, y) tienen derivadas parcia- 
les continuas en el dominio examinado D. 
Aclaremos las condiciones en las cuales la Ж, 
integral curvilínea no depende de la forma 


de la curva L, sino de la posición de los Fig. 385 
puntos M y N. Analicemos dos curvas arbi- 
trarias, MPN y MQN del dominio examinando D que unen 
los puntos M y N (fig. 335). 

Sea: 


MPN 


Y Xdr+Ydy= | Xdr+Ydy, [0] 
моу 
es decir, 
Y Xdr+Ydy— | Xdr+ Y dy=0. 
MPN MQN 


Luego, en virtud de las propiedades 1 y 2 de las integrales curvi- 
líneas ($ 1) tenemos: 


{ Xdr+Ydy+ | Xdr+Ydy=0, 
MPN хам 


es decir, la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado /, es: 
$Xdx+ Y dy=0. 
L 


En esta última fórmula la integral curvilínea está tomada a lo 
largo de un contorno cerrado L, compuesto de las curvas MPN y 
y NQM. Es evidente que podemos considerar este contorno L como 
arbitrario. 

Por consiguiente, si tenemos la condición de que la integral 
curvilínea no depende de la forma de la curva que une los dos puntos 
arbitrarios M y N, sino de la posición de éstos, resulta que esta 
integral a lo largo del contorno cerrado cualquiera es nula. 


15° 
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La conclusión recíproca también es válida: si la integral curvi- 
línea a lo largo de cualquier contorno cerrado es nula, ésta no depen- 
de de la forma de la curva que uno los dos puntos arbitrarios, sino 
sólo de la posición de estos puntos. En efecto, de la igualdad (2) 
se deduce la (1). 

En el ejemplo 4, $ 2, la integral curvilínea no depende de la 
trayectoria de integración. En cambio, en el ejemplo 3 la integral 
curvilínea depende de la trayectoria de integración, puesto que la 
integral a lo largo del contorno cerrado no es nula, sino da el área 
limitada por este contorno. 

En los ejemplos 1 y 2 las integrales curvilíneas también dependen 
de la trayectoria de integración. 

Naturalmente surge la pregunta: a qué condiciones deben satisfa- 
cer las funciones X (x, y) e Y (x, y) para que la integral curvilínea 


$ X de + Y dy a lo largo de cualquier contorno cerrado sea nula. 
El teorema siguiente da la respuesta: 


Teorema. Sean X (х, y) e Y (x, y) las dos funciones continuas 
en todos los puntos de cierto dominio D, igual que sus derivadas 


ӘХ (z, y) ,Yiy 
A y L 


parciales, 7. Para que la integral curvilinea 


a lo largo de un contorno L cerrado cualquiera de este dominio 
sea nula, es decir, para que 


xe y) dx i- Y (x, y)dy =0 (2) 
es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
ðX 24 L 
M ӘБ (3) 
ду дг 


en todos los puntos del dominio D. 


Demostración. Examinemos un contorno cerrado arbitrario L 
en el dominio D y escribamos la fórmula de Green correspondiente 
a este contorno: 


5 (#5) | xas Y dy. 
E дт ду d 


Si la condición (3) se cumple, la integral doble del primer miembro 
es idénticamente igual a cero y, por consiguiente: 


{Хаз Y dy=0. 
$ 


Queda así demostrado que la condición (3) es suficiente. 
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Demostremos ahora que esta condición es también necesaria, 
o sea, si la igualdad (2) se cumple para cualquier curva cerrada 
L de D, entonces la condición (3) se satisface obligatoriamente en 
cada punto de este dominio. 

Supongamos lo contrario: que se cumple la igualdad (2) 


{Хаз + Y dy=0, 
i 


y no se cumple la condición (3), es decir: 


aunque sea en un solo punto. Sea, por ejemplo, la desigualdad en 
cierto punto P (zo, yo) 


дт ду 
Como la función en el primer miembro es continua, ella es posi- 
tiva y mayor que cierto número б > 0 en todos los puntos de un 


dominio D’, suficientemente pequeño que contiene el punto 
P (Zo, Yo). Tomemos la integral doble de la diferencia 


ӘҮ _ әх 
дт ду ' 


por este dominio D”. Por supuesto, ella es positiva. En efecto: 


{Г (2. 25) ау | | вау  áca=50:>0. 
“JN ox ду 
5 D D 

Pero, según la fórmula de Green, el primer miembro de la última 
desigualdad es igual a la integral curvilínea a lo largo de la frontera 
L' del dominio D’, esta integral, según la hipótesis, es nula. Por 
consiguiente, la última desigualdad contradice a la condición (2) 


y la suposición, de que la diferencia x и = sea distinta de сего, 
aunque en un solo punto, es falsa. De aqui se deduce que 

2. OR a 

дх ay 


en todos los puntos del dominio dado D. 
El teorema queda, pues, completamente demostrado. 
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En el $ 9, cap. XIII (tomo 11) hemos demostrado que el cumpli- 

miento de la condición 
9Ү (х, у) _ IX (z, у) 
дх ду 
significa que la expresión X dz + Y dy es la diferencial total de 
cierta función и (т, y), es decir: 
X dz + Y dy = du (z, y), 

siendo: 


du du 
Х@ у=». Y (z, g= 

Pero, en este caso el vector 
ди 

PM = 44-54 
es el gradiente de la función и (т, y); la función и (т, y), cuyo gra- 
diente es igual al vector Хі + Yj, se llama potencial de este vector. 
о 


Demostremos que en este caso la integral curvilinea І = $ X d+ 
(м) 

+ Y dy a lo largo de cualquier curva L, que une los puntos М у М, 

es igual a la diferencia de los valores de la función u en estos puntos: 


оо w 
| Xdr+ Y dy= Í du(z, y) =u (N) —u (M). 
м) 
Demostración. Si хаар es la diferencial total де la 
función u(z, y), entonces х=, y=- y la integral curvilínea 


toma la forma: 
w 
du du 
= f azrt бу а 
м 
Para calcular esta integral escribamos las ecuaciones paramétricas 
de la curva L que une los puntos М y N: 
z= Q (f, y =% (0. 
Supongamos que al valor t = fọ del parámetro corresponde el 
punto M y al valor t = Т, el punto N. Luego, la integral curvilínea 
se reduce a la siguiente integral definida: 


т 
EA 
ôr dt ` ôy dt 
La expresión entre los corchetes es una función de £, al mismo tiempo 
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esta función es la derivada total de la función и [Фф (t), Ф (£)] res~ 
pecto a t. Por consiguiente: 


т 
& т 
| L uuo, +9] = 


=u[p(t), v(0) — ш[Ф (to), ф(Ы]== и (№) —u (M). 


Como vemos, la integral curvilínea.de una diferencial total no 
depende de la forma de la curva, а la largo de la cual se efec- 
túa la integración. 

La integral curvilínea a lo largo de una curva en el espacio tiene 
las mismas propiedades (véase $ 7 de este capítulo). 


Observación. A veces tenemos que analizar las integrales curvi- 
líneas de una cierta función X (т, y) a lo largo de la longitud del 
arco L: 


Рх y ds= lim Y X (2. y) Aso @ 
} ч 


donde ds ез la diferencial del arco. Tales integrales se calculan de 
un modo análogo al usado para las integrales curvilíneas examina- 
das arriba. Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones 
paramétricas: 
z=9() y =Ņ (0), 

donde q (0, p (t), q” (t), y (t) son las funciones continuas de t. 

Sean a y f los valores del parámetro t, correspondientes al 
origen y al extremo final del arco L. 

Como es 


ds=V g (+ y (° dt, 
obtenemos fórmula para calcular la integral (4): 
B pen 
хе уа $ Xio 0, ФТУ (0? +w (tf dt. 
è 
Podemos examinar la integral curvilínea a lo largo del arco de 
una curva еп el espacio z = q (t), y =p (f), 2 = х (0: 
в AP 
Іхе Y 2) = | Х{ф(@), 09, (ТУФ (09° +W (0°+ у (040. 
Н 
Con ayuda de las integrales curvilíneas a lo largo del arco podemos 


determinar, por ejemplo, las coordenadas de los centros de gravedad 
de diferentes líneas. 
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Razonando análogamente que en el $ 8, cap. XI (tomo I) obtenemos 
la fórmula para calcular las coordenadas del centro de gravedad de 
una curva en el espacio: 


{20 f yds Vzds 

А. 5: kak 5 
t= Кш Ye Са = га" (5) 

1 L Š 


Ejemplo. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una espira 
de un hélice 
z=acost, y =asent, z=bt (0 < 2 < 2л), 
si su densidad lineal es constante. 
Solución. Aplicando la fórmula (5), encontramos: 


2n 2л 
{ acost Уа вед t} а сов? 52 1 Y acost уа? 20 
0 o 

z, = = = 


тя 
{Матеа at совт tF? de {уа а 
ò 0° 


VAGO 
уар 
Análogamento, уг = 0, 


2л 
{ы Уатвеп? т асо 02 dt 
ð ntn 


2л Yato 


Así, las coordenadas del centro de gravedad de una espira del hélice son: 
те=0, ре 0, te= ЛЬ. 


n= 


§ 5. INTEGRAL DE SUPERFICIE 


Sea dado en el sistema de coordenadas rectangulares Oryz 
un dominio V y sea с una superficie limitada por una curva А 
en el espacio. 

Respecto a la superficie с, supongamos que en cada su punto P 
la dirección positiva de la normal se determina por el vector unita- 
rio n (Р), cuyos cosenos directores son funciones continuas de las 
coordenadas de los puntos de la superficie. 

Supongamos que en cada punto de la superficie está determinado 
un vector 


F = X (z, y, 3) i +Y (z, y, 2) j + Z (z, y, 2) k, 
donde X, Y, Z, son las funciones continuas de las coordenadas. 


Dividamos arbitrariamente la superficie en los dominios о áreas 
elementales Ao,. En cada una de estas áreas tomemos un punto 
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arbitrario Р, y formemos la suma 
D (F (P;) n (Рд) Ас. @ 
T 

donde: 

F (Р) es el valor del vector F en el punto P; del área elemental 
Ao;, т (Ру) es el vector unitario de la normal en este punto; Fn es 
el producto escalar de estos vectores. 

El límite de la suma (1), extendida 
por todas las áreas Ag; cuando los 
diámetros de todas estas áreas tienden 
a cero, se llama integral de superficie y 
se designa por el símbolo 


Si Fn do. 


Así, según la definición *) tenemos: 


lím У Р, Ло, = {1 Fn do. 


аёт Aojo 
Cada término de la suma (1): 


Fin Ao, = Е, Ao; cos (nn, Fi) (3) 
tiene la siguiente interpretación mecánica: este producto es igual 
al volumen de un cilindro de base Ao, y altura F; cos (ni, Fi). 
Si el vector F es la velocidad de un líquido que corre por la siperfi- 
cie с. el producto (3) es igual a la cantidad del líquido que pasa por 
Ao, en una unidad de tiempo, en la dirección del vector n; (fig. 336). 
Sí F es el vector de velocidad del líquido en un punto dado, la 


expresión { {Fn do designa la cantidad total de líquido que corre 


(2) 


Fig. 886 


Q 
рог la superficie о en la dirección positiva en una unidad de tiempo. 
Por eso, la integral de superficie (2) se llama, también, flujo del 
campo vectorial F a través de la superficie о. 

De la definición de integral de superficie se deduce que si divi- 
dimos la superficie с еп las partes Os, Os, ..., 0, obtenemos: 


}} Fndo= 11 Fn do + 15 Fn do + e... +5fFndo. 


Representemos el vector unitario m mediante sus proyecciones 
sobre los ejes de coordenadas: 


n=cos(n, л) i +cos(n, y) 7 + cos (п, 2) k. 


*) Si la superficie о es tal que еп cada uno de sus puntos un plano tangente 
varía continuamente su posición en función del desplazamiento del punto Р por 
la superficie, y si la función vectorial F es continua en esta superficie, entonces 
este límite existe (admitamos sin demostración este teorema de la existencia 
de las integrales de superficie). 
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Poniendo en la integral (2) expresiones de los vectores de FP y n 
en función de sus proyecciones, obtenemos: 


{11 Еп бс = \\[Х соз (п, 2) + Y cos(n, y) + Zcos(n, 2)] 0. (2) 
q G 
El producto Ло cos (n, 2) es la proyección del área elemental 


Ao sobre el plano Оту (fig. 337); afirmación análoga es válida tam- 
bién para otros productos 


Ao cos (п, z) = Асу, Ao соз (п, у) = Ас, 
Ао cos (п, 2) = Аб, (4) 


donde Ady, Ло,:, Лоу son las proyecciones de área elemental 
Ao sobre los planos de coordenadas correspondientes. 


Fig. 337 


En virtud de lo expuesto, la integral (2”) podemos escribir tam- 
bién en la forma: 


$5 Fndo=55[Xcos(n, 2) + Y cos(n, y) + 2соз (п, 2)] do = 


o 


=}! Xdyds+ Y dide 4 Zdzrdy. (2) 


$ 6. CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE 


El cálculo de una integral por una superficie curvada se reduce 
al cálculo de una integral doble por un dominio plano. 

Indiquemos, por ejemplo, un procedimiento del cálculo de la 
integral 


$5 Zcos(n, 2) do. 


Supongamos que la superficie с es tal que toda paralela al eje 
Oz la corta en un solo punto. Por tanto, podemos escribir la ecuación 
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de la superficie en la forma: 
z = f (z, y). 


Designando рог D la proyección de la superficie с sobre el plano 
Озу, obtenemos (en virtud de la definición de la integral de super- 
icie): 


ЇЇ 7(т, y, 2) соз(п, 2) 05—= lím Y Z (Zi, у, 2) соз (ni, 2) Ag 


° ййтАс-*о4==1 


Tomando en cuenta la última de las fórmulas (4) $ 5, obtenemos: 
t 


1205, ) а= o lim 2268, vn /(ть v) Aoh = 


lám лсун 4 


=+ lím У 2(2, Y, few И) Asy h 


"ҮҮ ҮП 


la última expresión es una suma integral para la integral doble de 
la función Z (z, y, f (т, y)) por el dominio D. Por consiguiente: 


}} Zcos(n, 3 do=+ $Í 2608, y, (а, y) dedy. 


El signo «más» delante de la integral doble se pone, cuando 
cos (п, 2)>0, y el signo «menos», cuando cos (п, 2) < 0. 

Si la superficie с no satisface a la condición indicada al princi- 
pio de este párrafo, entonces, es preciso dividirla en partes, que le 
satisfagan a está condición, y calcular la integral por cada parte 
separadamente. 

De modo análogo calculamos las integrales 


55 Xcos(n, 2) do; SÍ Y cos(n, y) do. 


Lo demostrado anteriormente justifica la expresión de una 
integral de superficie en la forma (2”) $ 5. El segundo miembro de la 
igualdad (2”) se puede considerar como una suma de integrales 
dobles por las proyecciones correspondientes del dominio о. Los 
signos de estas integrales dobles (o sea, los signos de los productos 
dy dz, dz dz, dx dy) se toman de acuerdo con la regla indicada arriba. 

Ejemplo 1. Sea с una superficie cerrada tal que toda paralela al eje Oz 


la corta no más que en dos puntos. 
Examinemos la integral 


$ =cos (n, a) do. 
2 


Tomemos la normal exterior por la dirección positiva de la normal. En el 
caso dado podemos dividir la superficie en dos partes, inferior y superior, de 
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ecuaciones correspondientes: 
z= fi (z, y) y 2=f (z, y). 


Designemos por D la proyección de о sobre el plano Огу (fig. 338); en- 
tonces: 


$5 =cos (n, з) do= § § fz (z, y) dzdy— {ў fı (2, y) dz dy. 
G D үл 


La segunda integral tiene el signo «menos» puesto que en la integral de 
superficie el signo del producto dz dy en la superficie z = f, (z, y) debe tomarse 
negativo, siendo negativo cos (п, z) para esta superficie. 


ў 
АЎ 


Fig. 838 Fig. 339 


Pero, la diferencia do las integrales del segundo miembro de la última 
fórmula representa el volumen limitado por la superficie о. Entonces el volu- 
men de un cuerpo, limitado por la superficie cerrada о, es igual а la siguiente 
integral de superficie: 


у= 2c0s (n, 2) do. 
< 
Ejemplo 2. Una carga eléctrica positiva e, colocada en el origen de coor- 


denadas, genera un campo vectorial tal que, según la ley de Coulomb, en cada 
punto del espacio so determina el vector F: 


e 
векот 


donde г es la distancia del punto examinado al origen de coordenadas; > es 
el vector unitario dirigido a lo largo del radio vector del punto dado (fig. 339); 
k es un factor constante. 

Determinar el flujo del campo vectorial a través de una esfera de radio R 
y centro en el origen de coordenadas. 


Solución. Tomando en cuenta que г = R = const, tenemos: 
на 
$ Era с=т $ rado. 
© o 


Pero, la última integral es igual al área de la superficie о. En efecto, según 
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ión de integral (teniendo en cuenta que rn = 1), obtenemos: 
гп ас = lím типдАок = lím A01=0. 
GS omar lim, E mar = ln, Уза 


Por tanto, el flujo buscado es F6 o=46 4nR?—=4nke. 


ke 
кы 
$ 7. FORMULA DE STOKES 


Supongamos que tenemos superficie с tal, que toda paralela al 
eje Oz la corta en un solo punto. Designemos por A la frontera de о. 
Tomemos la dirección positiva de la normal n de modo tal que ésta 
forme con la dirección positiva del eje Oz un ángulo agudo (fig. 340). 

Sea z = f (z, y) la ecuación de la superficie, Los cosenos directo- 
res de la normal se expresan mediante las fórmulas (véase $ 6, 
cap. ІХ, tomo 1): 


соз (п, х) = 


соз (п, у) = @ 


соз (т, 2) = 


Supongamos que todos los puntos de с pertenecen а un cierto 
dominio V. Sea dada en el dominio V una función continua 
X (z, y, 2), siendo continuas, también, sus derivadas parciales de 
primer orden, examinemos la integral curvilínea a lo largo de la 
curva 2 


TX (z, y, zdz. 

à 
En la curva À tenemos la igualdad z = f (z, y), donde z e y son las 
coordenadas de los puntos de la línea L que es la proyección de A 


sobre el plano Ozy (fig. 340). Por consiguiente, podemos escribir 
la igualdad 


fX y z) de= Í X (z, y, f(z, 0) dz. @ 
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La última integral es curvilínea a lo largo de L. Transformémosla 
según la fórmula de Green, haciendo: 


Х@ v, m=Xk6 Y _0Ya y. 


Sustituyendo en la fórmula de Green X e Y por sus expresiones. 
obtenemos: 


е аа E y Hyde, (3) 
D 


donde el dominio D está limitado por la curva L. A base de la deri- 
vada de la función compuesta X (т, y, 
Í (z, y)) en la que y entra tanto directamen- 
te, como mediante la función z = f (z, y), 
hallemos: 


ӘХ (т, y, f(z, Y) _ 2X (z, y, 2) 


ду ду + 


дХ@ y 2) Oz Y 


R д2 ду 


(4 


Sustituyendo la expresión (4) en el primer 
miembro de (3), obtenemos: 


MES y. d , ӘХ (z, 0.2) 9002. 0 аа 
ду д2 ду 


L 
Fig. 340 


= {хе у, f(z, у) dz. 
® 
Tomando en cuenta la igualdad (2), se puede escribir la última 
ecuación en la forma: 


(хе, y, ®й 5 ӘХ dedy Sí XA sdy. (5) 
у E ду E д2 ду 


Las dos últimas integrales se transforman en las integrales de super- 
ficie. Efectivamente, de la fórmula (2”), $ 5 se deduce que, si tene- 
mos una cierta función A (т, y, z), se verifica la igualdad: 


} 4 (2, y, z)cos(n, 2) do =Í A dz dy. 
с D 
En virtud de esta igualdad, las integrales del segundo miembro de 


Fórmula de Stokes 239 


la igualdad (5) se transforman del modo siguiente: 


[E ara | Locos, 200, ] 
Y ШЕЛ 


әх д IX д К © 
\{ aray f 227 н, 3) do. | 
öz ду ду ду 


Transformemos la última integral empleando las fórmulas (1) del 
párrafo presente: dividiendo miembro a miembro la segunda de 
estas igualdades por la tercera, hallamos: 


cos (n, y) д} 


cos(n, 3) ду’ 
o sea, 


EA т) = — соз (п, y). 
ду А 


Por consiguiente, 


[EL az ay [| Ecos, y) do, m 
|J д: ду a O 


Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5), obtenemos: 


хе у= — ff ӘХ cos (n, 2) do + ff cos (п, y) do. (8) 
ду д2 

> e o 

El sentido del recorrido del contorno À debe ser acordado con 
la dirección elegida de la normal positiva п. Es decir, si un observa- 
dor mira desde el extremo de la normal, él ve que el recorrido a lo 
largo de A se realiza contra el movimiento de las agujas del reloj. 

La fórmula (8) es válida para toda superficie, siempre y cuando 
puede dividirse en partes, cuyas ecuaciones tengan la forma z = 
= f (z, y). 

Análogamente, podemos escribir las fórmulas: 


f Y (z, y, 2) dy = 5 [- Z cos (n, х) + Z eos (n, a] do, (8) 
Я т 


А с 


\ Zi, y, 3) d2 = 5 [-L cos РЕШЕ а] do. (8) 
) дг ду 
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Sumando miembro a miembro las igualdades (8), (8), (8°), 
obtenemos la fórmula: 


хауа [(L 2) „и, D+ 
3 Nor ay 


‚(д2 _ дү Әх az 
* (2 a Joost, »+( дг ox Joso, ија. o 


Esta es así llamada fórmula de Stokes [físico y matemático inglés 
D. Stokes (1819—1903)]. 

Esta fórmula establece la dependencia entre la integral de super- 
ficie с y la integral curvilínea a lo largo de la frontera À de с, sien- 
do recorrida À según la regla indicada arriba. 

El vector B determinado por las proyecciones 


ðZ дү. ôX 02, ðY ӘХ 
ду дг д2 дг ôz ду 


se Пата rotacional de la función vectorial F = Xi + Yj + Zk y se 
designa por el símbolo rot F. 
Por tanto, en fórmula vectorial la fórmula (9) toma la forma: 


[ев = 1] nrot F do, (9) 


y podemos enunciar el teorema de Stokes así. 

La circulación de un vector a lo largo de un contorno cerrado que 
limita una superficie es igual al flujo de su rotacional a través de esta 
superficie. 


Observación. Si la superficie с es una parte del plano, paralelo 
al Оту, entonces Az = 0, y obtenemos ya la fórmula de Green, como 
caso particular de la de Stokes. 

De la fórmula (9) se deduce que si 

oy _дХ =0, д7. 24 SD ӘХ _ д7 0, (0) 
дт ду ду дг д: дт 
la integral curvilínea a lo largo de toda curva cerrada А en el espacio 
es nula: 


| X d+ Y dy + Zd:=0. (11) 


Entonces, podemos decir que aquí la integral curvilínea no depende 
de la forma de la curva de integración. 

Igual que en el caso de una curva plana podemos mostrar que, 
para el cumplimiento de la igualdad (11), las condiciones (10) no 
sólo son suficientes, sino también necesarias. 
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Después de satisfacer estas condiciones, el elemento de integra- 
ción es la diferencial total de cierta función и (х, y, 2): 


X dz + Y dy + Z dz = du (z, y, 2) 
y, por tanto, 


w) (м) 
{ Xdr+ Y dy+Zd:= Í du=u(N) —u(M). 
(м) (м) 


Esto se demuestra igual que la fórmula correspondiente para una 
función de dos variables (véase $ 4). 


Ejemplo 4. Escribamos las ecuaciones fundamentales de la dinámica 
de un punto material: 
dvs Р: ЖЕ S. ЖЕ 
mg =: mi =Y; тг 2. 


Aquí, т es la masa del punto; X, У, 2 son proyecciones sobre los ejes de 
coordenadas de la fuerza aplicada al’ punto; 

dy de 

ЕЕС u 


son proyecciones de la velocidad > sobre los ejes de coordenadas, Multipli- 
quemos los dos miembros de las ecuaciones escritas por las expresiones 


vzdt=dz, vy dt=dy, v, ді дг. 
Al sumar las igualdades miembro a miembro, obtenemos: 
т (vx dvx vy доу о, dv) =X dz+Y dy +Z dz; 


тар) хауа. 
Puesto que 12-+o3-+ 02="2, podemos escribir: 
d (Fre) =X dr +Y dy+Z de. 


Calculemos la integral a lo largo de la trayectoria que une los puntos 
M, y Mz 


4 1 (Ma) 
Зат { X dr4Y dy+Z da, 
(My 


donde v; y vz son las velocidades en los puntos My y Mz. 

La última igualdad expresa el teorema de las fuerzas vivas: el incremento 
do la energía cinética durante el paso de un punto al otro es igual al trabajo 
de la fuerza que actúa sobre la masa т. 


Ejemplo 2. Determinar el trabajo de la fuerza de atracción newtoni: 
hacia un centro inmóvil de una masa m durante el desplazamiento de una 
masa unitaria desde la posición М, (a, bs, су) a la Ma (аз, bz, сг). 


Solución. Supongamos que el origen de coordenadas se encuentra en el 
centro inmóvil de atracción. Designemos por т el radio vector del punto М 


16—536 
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(fig. 341) que corresponde a una posición arbitraria de la masa unitaria, y por 
т, el vector unitario orientado a lo largo del vector ғ. Entonces 
km 


F=- 
г: 


dondo k es la constanto universal de gravitación. Las proyecciones de la 
fuerza FF sobre los ejes de coordenadas son: 


Luego el trabajo de la fuerza Fen la trayec- 
toria ММ es igual а: 


Ma) 
aim ауди 
ri = 
(м) 
(Ma) а (My 
Fig. 341 = im Ñ lim $ (4). 
б) 


(puesto que r2==2+4 2-22; г 4г = х dz-+y ду--: dz). Dosignando por r; y ге 
las longitudes de radios vectores de los puntos M, y Mz, obtenemos: 


De modo que, en este caso, la integral curvilinea tampoco depende de la 
forwa de la curva de integración, sino de las posiciones de los puntos inicial 


y final. La función u= Е lama potencial del campo de atracción, gene- 


rado por la masa m. En el caso dado 
ĝu Р; ди А ди 
Fr’ "TA 
A=u(M9)—u (My), 

es decir, el trabajo para desplazar la masa unitaria es igual а la diferencia 
entre los valores de la potencial en los puntos inicial y final. 


$ 8. FORMULA DE OSTROGRADSKI 


Sea dado en el espacio un dominio regular tridimensional V, 
limitado por una superficie cerrada о; la proyección de V sobre el 
plano Оху da el dominio bidimensional regular D. Supongamos que 
se puede dividir la superficie с en tres partes 01, 0, y оз de modo 
que las ecuaciones de las dos primeras tengan la forma: 


2=f (y y 2= f(z Y 


donde f, (z, y) y fz (=, y) son las funciones continuas en el dominio 
D, y la tercera parte, сз, es una superficie cilíndrica con la gene- 
ratriz paralela al eje Oz. 
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Examinemos la integral 
= ||| 020609 de dy dz. 
A д2 


Al principio, integremos respecto а 2: 
E) 


FL a)na 


D hem) 


= (е, Y hlz, аа – | | те, Y, falz, y) dzdy. (1) 
> D 

Definamos en la normal a la superficie la dirección determinada, 
a saber, la dirección que coincide con la de la normal exterior a la 
superficie о. Entonces, соз (n, 2) en la superficie оз es positivo, 
en la o, es negativo y en la superficie оз es nulo. 

Las integrales dobles del segundo miembro de la igualdad (1) 
son iguales a las integrales correspondientes de superficie 


5 Z (z, y, fa (2, y) dz dy = р Í Z (z, y, з) соз (n, z) do, (2) 
1 Z (z, y, fı (2, y) dz dy = т) Z (z, y, 2) (— соз (п, 2)) do. 


En la última integral hemos puesto (—cos (n, 2)) por que los ele- 
mentos de las superficies 0, y 0, y el elemento del área As del domi- 
nio D están ligados por la correlación As = Ag [—cos (n, 2)], puesto 
que el ángulo (п, 2) es obtuso. 

Así 


SS Z(z, y, fi (2, y) de dy = — 55 Z (z, y, fa (z, y) cos (n, з) do. (27) 


D oi 
Sustituyendo (2) y (2”) en la igualdad (1), tenemos: 


MES 
А дг ы 


= || Y, 2) соз (п, э&+ (| ше, у, 2) соз (п, 2) до. 


Рага comodidad de los cálculos ulteriores, escribamos la última 
ecuación en la forma (sumado {{ 2 (х, y, 2) cos nz do = 0, puesto 
°з 


16* 
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que en la superficie оз se verifica la igualdad cos nz = 0): 
(|| д2 (2,0,2) да дуа 
д 


= Sí Zcos (п, 2) do + f f eostn, z) do + ИК? 2) do. 


a Д 

Pero, la suma de las integrales del segundo miembro de la última 
igualdad es igual a la integral extendida por toda la superficie 
cerrada о, por consiguiente: 


fff Zina || ze y, з) сов (n, з) do. 
з 
y 


o 
De un modo semejante, obtenemos las correlaciones: 


оаа е. y, 2) соз (n, y) do, 
у 
y © 


ааа || хе. y, 2)cos (n, 2) do. 
дг . 


y 
Sumando miembro a miembro las tres últimas ecuaciones, obte- 
nemos la fórmula de Ostrogradski *): 


ЖЕ , 0Y 2) 
ALAS) ardydi= 
A li 


= {| (Х соз (п, 2) + Y соѕ (п, y) + 2соз (п, 2)) do. (2) 


°` 
1. OX , 0Y , 0Z A 7 
Та expresión 22 ду Ha 5° Пата divergencia del vector (o sea, 


divergencia de la función vectorial) 
F = Xi + Yj + Zk 
y se designa por el símbolo div F: 


*) Esta fórmula (llamada también de Ostrogradski — Gauss) fue obtenida 
por el célebre matemático ruso M. V. Ostrogradski (1801—1861) y publicada 
рог él en 1828 en el artículo «Notas sobre la teoría del calor». 
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Indiquemos que esta fórmula es válida para todo dominio que 
puede ser dividido en dominios parciales que satisfacen a las condi- 
ciones expuestas al principio del párrafo corriente. 

Demos una interpretación hidromecánica de la fórmula obtenida. 

Supongamos que F = Xi + Yj + Zk es el vector de velocidad 
de un líquido que corre a través del dominio V. En este caso, la 
integral de superficie en la fórmula (2) es la integral de la proyección 
del vector F sobre la normal exterior n; esta integral da la cantidad 
del líquido que sale de V a través de la superficie о en una unidad 
de tiempo (o que entra en el dominio V, si la integral es negativa). 
Esta cantidad se expresa mediante la integral triple de div F. 

Si div F = 0, la integral doble extendida por toda la superficie 
cerrada es nula, es decir, la cantidad del líquido que sale (o entra) 
a través de toda la superficie cerrada о es igual a cero (no hay fuen- 
tes). Hablando con mayor precisión, la cantidad del líquido que 
entra en el interior del dominio es igual a la que sale de éste. 

En forma vectorial la fórmula de Ostrogradski se escribe así: 


ау ка= | J] Fn ds (1) 


y se anuncia аваа la integral de la divergencia de un campo 
vectorial Е, extendida por cierto volumen, es igual al flujo del vector 
a través de la superficie que limita este volumen. 


$ 9. OPERADOR DE HAMILTON 
Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES 


Sea una función и = и (х, y, 2). En cada punto del dominio 
donde está definida y derivada la función и (т, y, z) se determina 
el gradiente: 


ваи о 0+ к. W 


El gradiente де la función и (т, y, 2) se мас, a veces, de la mane- 
ra siguiente: 


ES sye a 


el signo y es una delta invertida E A Pa «nabla». 
1) Es cómodo escribir la ecuación (2) en la forma simbólica: 


= д д д n 
(ава) E 
y considerar el símbolo 


VI ка E 
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como un «vector simbólico». Este vector simbólico se llama hamilto- 
niano u operador de Hamilton, o, simplemente, nabla (y — operador). 
De las fórmulas (2) у (2') se deduce que, al «multiplicar» el vector 
simbólico y por la función escalar u, obtenemos el gradiente de esta 
función: 

yu = grad u. (4) 


2) Podemos formar un producto escalar del vector simbólico y por 
el vector F = iX + ДҮ + kZ: 
д д д 
УЕ = (2+2 +2) ахду kZ) = 
9х ôy 92, 


д д д A 
X4+>Y Z= div F 
дх + Has дт 5а ду aj д: 


(уёазе е1 $ 8). Азї, 
yF = div F. (5) 
3) Formemos un producto escalar del vector simbólico y por 
el vector F = iX + ЈУ + kZ: 


тхк=(4#&+у®+ьһ®) х @х-+-зү+ю®й= 
a ay дг 


i j k 

2 2 0 2: a 2, 2 e e 
—|óx ду 0 ду дї ôr д2 дт ду 
= =4 — k = 

X Y z Y 7 1 X 7 + x Y 


(2 (E 9х) „(ЗҮ 2x) 
ду д2 дх д2 дт ду 


OZ 24 24 д7 24 (24 
аг зт nd 
ду дт +3 дт дх $ дх ду > 


(véase el $ 7). Así, 


Y X Е = тої Е. (6) 


De lo expuesto se deduce que el uso del vector simbólico y nos 
permite expresar las operaciones vectoriales de una manera muy 
breve. Examinemos unas cuantas fórmulas más. 

4) El campo vectorial F (z, y, 2) = iX + jY + kZ se Пата 
campo vectorial potencial, si el vector F es el gradiente de cierta 
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función escalar и (т, y, 2): 
F = grad u, 
o sea, 
ди ди ди 
=4з +0 ду +e 
En este caso, las proyecciones del vector Ё' son: 
ди ди ди 
X= = а" Z=% 
De estas igualdades se deduce (véase § 12, cap. VIII, tomo 1): 
ôx ду әү 2 ӘХ _ óZ 


ó 
ôx 24 0, 24 02. 0, Хх 92. m 
ду дт д: ду дг ôx 
Por consiguiente, para el vector examinado F tenemos: 
rot F = 0. 


Así, obtenemos: 

rot (grad u) = 0. (1) 
Aplicando y — operador, en virtud de las fórmulas (4) y (6), pode- 
mos escribir la igualdad (7) así: 


(v x yu) = 0. (7) 
Usando la propiedad de que, para multiplicar un producto vectorial 


por un escalar es suficiente multiplicar esta magnitud escalar por 
uno de los factores, escribamos: 
(yx y)u=0. (77 

Aquí, el operador y de nuevo tiene las propiedades de un vector 
ordinario: el producto vectorial de un vector por sí mismo es nulo. 

El campo vectorial F (=, y, 2) para que rot F = 0 se Пата 
irrotacional. De la igualdad (7) se deduce que todo campo potencial 
es irrotacional, 

La conclusión inversa también es válida: si algún campo vecto- 
rial F es irrotacional, es también potencial, Esta afirmación es 
correcta, lo que se deduce de los razonamientos dados en el final 
del $7. 

5) El campo vectorial F (т, y, 2), para que div F = 0, es decir, el 
campo vectorial que no tiene fuentes (véase el $8) se llama solenoidal. 

Demostremos que 


div (rot F) =0, (8) 
es decir, que el campo de rotacionales es libre de fuentes. 
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En efecto, si F = iX + ЈУ + А2, entonces: 
м (E ES Z) y o (2 a) 


ду д: дг дг ðr ду 
y por esto: 
div(rot А) = 0: (2 ES га + 
дх\ ду д2 


д (3X д2 ð ( 3Y 2, 
Ea) еш) 

ду \ д: ді 024 ôx ду 
Aplicado el y — operador, escribamos la igualdad (8) en la forma: 

v (y x F) = 0. (8) 
El primer miembro de esta igualdad lo podemos considerar como 
un producto vectorial y escalar (mixto) de los tres vectores: y, y, 
F, dos de los cuales son iguales. Es evidente que este producto es 
nulo, 

6) Sea un campo escalar и = u (z, y, z). Determinemos el 

campo de gradientes: 


du ди ди 
айш 455 doy HE > 


Ahora hallemos: 
ч д (ди д (du д (ди 
avr (+ (a) + (3) 


є Pu Фи, Фи 
div (grad Ша (9) 
El segundo miembro de esta expresión se Пата operador de Laplace 
de la función u y se designa 


u= 545. . 10) 
ES go 
Por consiguiente, podemos escribir la igualdad (9) en la forma: 
div (grad u) = Au. (11) 


Con ayuda del y —operador escribamos la ecuación (11): 
(ууш) = Au. (110) 
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Notemos que la ecuación 


du, и, de 
28 28520 42 
6 
би =0 az) 


se llama ecuación de Laplace. La función que satisface a esta ecuación 
se llama función armónica. 


Ejercicios para el capítulo XV 


Calcular las integrales curvilíneas siguientes: 
1. J y2dz-4-2zy dy a lo largo de la circunferencia z=a cos t, y =a sen t. 
Respuesta: 0. 
2. fydz—zdy a lo largo del arco del elipse z=a cos t, у= sen t. 
Respuesta: —2nab. 
= у 
з. 0 атаа 
еп el origen de coordenadas, Respuesta: O. 


а. (LIEZ a lo largo de un segmento de la recta y=x, desde 
2=1 hasta 2=2. Respuesta: ln 2. 
5. { yadx4+xzdy+zy dz a lo largo del hélice z=acos!, y=a sen t, 
гыш, cuando £ varía desdo O hasta 2x. Respues 
6. [zdy—ydz a lo largo del arco de bipocicloide z=a cos3t, y= 


dy a lo largo de la circunferencia con el centro 


=a sent. Respuesta: mas (área duplicada de la hipocicloido). 


А Bat 
1. $ + dy—y dz а lo largo del lazo del folio de Descartes к=з, 
e Respuestas За (área duplicada del dominio limitado por este 
lazo) 


a (1—cos 1) 
do por un 


8. { zdy—ydz a lo largo de la curva z=a (t—sen t), 
(0<1<2m). Respuesta: —6xa? (área duplicada del dominio li 
arco de la cicloide y el eje Oz). 


Demostrar que: 
9. grad (cp)=c grad p, donde c es constante. 


10. grad (сиф -+ cap) =c; grad p+ cz grad ар, donde с es constante. 
И. grad (фр) =Ф grad p +p grad ыл 
12. Hallar grad r, grad r?, grad—, grad f (т), donde r= уу 25. 


r Pept 
Respuesta: Z; 2r; 5 Р 0) 0. 

13. Demostrar que div (4 4- B)=div A +div B. 

14. Calcular div г, donde r=zi+yj+zk. Respuesta: 3. 

15. Calcular div (4ọ), donde 4 es una función vectorial, уф s una 
función escalar. Respuesta: Фф div A+ (grad ФА). 


250 Integrales curvilíneas e integrales de superficie 


16. Calcular div (r.e.), donde e es un vector constante. Respuesta: ln A 


17. Calcular div В (rA). Respuesta AB. 
Demostrar que: 
18. rot (0,41 40242) == сү rot A,-+c2rot Az, donde c, y cz son constantes. 
19. rot (Ас) == тай A x с, donde с es un vector constante. 
20. rot rot A=grad div A— AA. 
21. A хатай p=rot (ФА). 
Integrales de superficie 


22. Demostrar que { ў cos(nz) do=0, si о es una superficie cerrada y n 
ез su normal. 

23. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Oz, de la superficie 
de un segmento de la esfera de ecuación 22-+y2-+422=R separado por el 


plano 2= Н. Respuesta: 22 (әнз—знэн+-Н°). 


24. Hallar el momento do inercia, respecto al eje Oz, do una parte de la 
superficie del paraboloide de revolución =1-- у2 = 222, separada por el plano 


smc, Respuesta: Da, 
25. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de una parte de la 
suporticio del cono x24+y2=-fi5 29, soparada por el plano а=. Respuesta: 
. 2 
0,0; 2л. 


26. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un segmento de 
la superficie de la esfera 22-4-y2-422=R2, separado por el plano :=Н. 


Respuesta: (0, 0, it ) А 


27. Hallar $ } (= соз (п) 4-у cos (пу) += соз (:)] da, donde о es una super- 


ficie cerrada. Respuesta: 3 V, donde V es el volumen del cuerpo limitado 
por о. 


28. Hallar ff dr dy, donde 5 es la superficie exterior de la esfera 
8 
224 y2422=R9, Respuesta: + дз, 
29. Hallar { { х® ду 4:-+-у14:4х--:%4= dy, donde 5 es la superficie exte- 
8 


rior de la esfera 22-+4-y2-+4-22=R2, Respuesta: лН%. 
30. Hallar } | Vz*+yids, donde S es la superficie lateral del cono 
8 


ы +i o 0<:<ь. Respuesta: HA т E 


31. Transformar, según la fórmula de Stokes, la integral f ydz+zdy+z da. 


Respuesta: — | { (соз .4-cos $ +-cos y) ds. 


Hallar las integrales curvilíneas directamente y con ayuda de la fórmu- 
la de Stokes: 
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32. | (u+2)dz+(=4+2)dy+(2+y) dz, donde L es una circunferencia 


202402412 =а?, 7+y+42=0. Respuesta: 0. 
33. | 22y9dz-+dy+2d2, donde L es una circunferencia 2?4-y2=R, 2==0, 


nR? 


Respuesta: — 
Utilizando la fórmula de Ostrogradski, transformar las integrales de 
superficie en las de volumen: 
34. $ { (= cos a-y cos $-+2008 y) ds. Respuesta: $ 1f Saz dy dz. 
8 ў 
35. $ f (224 y24-22) (dy de + dz dz +dz dy). Respuesta: 
2 1 (=+y +=) dz dy dz. 
36. | | zy dz dy+yz dy д: +22 dz dz. Respuesta: 0. 
8 


дч ди ди 
37. 5 Фе dy de + SE dz de + oz de dy. Respuesta: 


ðu дш , u 
005 (++) de dy ds. 
У 
Usando la fórmula de Ostrogradski, calcular las siguientes integrales: 
38. | { (т соз 4-у cos --= сов y) de, donde S es la superficie de un elip- 
soide Itir tiei Respuesta: &лаЬе. 
39. SÍ (23 cos a+ y? cos 64-23 cos y) ds, donde 5 es la superficie de una 


estera 224 2-22. А2, Respuesta: Baro, 


40. [ { z? dy dz + y? dz dx42%dx dy, donde S es la superficie de un cono 


z? ya 


2 aya 
Sr tirir 0<:<0). Respuesta: E 


2 
т. $5 zdy dz-+y dx й: +2 dz dy, donde 5 es la superficie de un cilindro 
224 y2=a%, —H<:2<H. Respuesta: Зла?Н. 
A с (du, du du е 
42. Demostrar la identidad $ $ ( ) dd { qu ds, donde С 
D с 


зх + дуї 


es un contorno que limita el dominio D, y +, wna derivada siguiendo 


la normal exterior. 
Solución. 


$$ (9+9) л yF de+X 9-5 [Y cos (s, =)-+ X sen (s, 2)] ds, 


donde (s, т) es el ángulo formado por la tangente al contorno С y el ejo Oz. 
Si designamos por (n, х) el ángulo formado por la normal y el eje Oz, 
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entonces sen = z)=cos(n, z), cos(s, z)=—sen(n, т). Por consiguiente, 
g ў (2 у) dedy= $ LY cos (n, 2) +-У sen (n, 2)] ds. Poniendo х- 5 
è 


Y=2, obtenemos: 


ду 
ў (2-2 + +) “zei ( соз (n, 2)+ 5 вер (п, ә) а 


рене 


La expresión = e se Пата operador de Laplace. 
43. Demostrar la entidad (así llamada fórmula de Green) 


$ { $ (vAu—uAv) dz dy 4: = $ $ b = 
y А 


donde и у v son funciones continuas que tienen derivadas continuas hasta el 
segundo orden en el dominio D. 
Los símbolos Au y Av significan: 


E E 
tata: Matt 


Estas expresiones se llaman operadores de Laplace en el espacio. 
ыйы i fórmula 


sy ан Ж) а-ин, уун, y)+Z008(n, 2) do 


pongamos que 
Хш и, 


Y =vu, uv, 


Z=0— 
Entonces 


5х + para a Z o (upy + чушш) —и (0%, 05 01) =>Аш—иль, 


жаа, лаа y)+Z соз (п, 2) = 
=v (u; сов nz +u; соз ny +u; соз nz) — и (0; соз лє 4-0; соз ny +v; соз пг) = 
ди дь 


Por tanto, 


$ SS (vAu—uAv) dz dy dz= ÓN (e E 
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4А. Demostrar la identidad 
ди 
{ {5 Au de dy da | $ Tao, 
Y с 

ди дш 
aya + z (operador de Laplace). 

Solución. En la fórmula de Green deducida en el ejemplo anterior ponga- 
mos v=1. Entonces Av=0 y obtenemos la identidad menciona 

45. Si u(z, y, z) es una función armónica en cierto dominio, es decir, 
una función tal que en cualquier punto de este dominio satisface a la ecuación 
de Laplace 


u 
donde Au= зж + 


епіопсез 


donde о es una superficie cerrada. 


Solución. Se infiere directamente de la fórmula dada en el problema 44. 

46. Sea и (т, y, z) una función armónica en cierto dominio V y supongamos 

q en el dominio У se encuentra una esfera о con el centro en el punto 
(21, у» 21) y el radio А. Demostrar que 


1 
u (21 и, SÍ u do. 
Н 


Solución. Examinemos el dominio Q limitado por dos esferas о, о de 
radios R y р (p< R) con centros en el punto M (x,, yy, 21). Apliquemos a este 
dominio la fórmula de Green deducida en el problema 43, designando con u 
la función arriba indicada y con v, la función 

1 
Уса) Hu nE ` 
Realizando la derivación directa y sustitución nos сопуепсешоз que + 


дь | д%ъ Бы 
Ааа =0. Por consiguiente, 


пб) нео 


0+5 


рб) 200) 


в 


Е 
p=—= 
т 


En las superficies © y о la magnitud 1. es constante (+ у 2) y por eso- 
puode ser sacada fuera del signo de la integral. En virtud de la respuesta 
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obtenida en el problema 45, tenemos: 


1 ее ади TT 
A o FSS %=% 
Н Q 


Por tanto, 
ә (4: alt 
45 Rd s$ СО ы, 
рего, 
GA AA Ca M 
ón дг тї 
Por eso 
+ ио) { uLdo=0 
| ё 
SS ао Y чао. (0 
z s 
Apliquemos el teorema de la media a la. integral del segundo miembros 
a (ш, ® 
Н ё 


donde и (Б, т, £) es el punto sobre la superficie de una esfera de radio p 
y Centro en el punto M (21, yy 21). 
Hagamos que p tienda a cero; entonces и (E, т, {) > ш (т, уу, 21): 
1 4лр! 
p? {$ #6 р? 
в 
Por consiguiente, cuando p—>0, obtenemos: 


1 
+ Yu dor u (zn Yu 21) 4л. 


Luego, puesto que el primer miembro de |а igualdad (1) no depende de p, 
entonces para p— 0, obtenemos definitivamente: 


+ $ $ u do =4ли (ж, Ya 24) 
° 


u (2 yi a-pa $ $ nde 


CAPITULO XVI 


SERIES 


$ 1. SERIE. SUMA DE UNA SERIE 
Definición 1. Sea dada una sucesión infinita de números *) 


ш, Ur, Ugs oo sy Wns o oo 
La expresión 


ш++ш-+ш+...+ +... ч) 


se Пата serie númerica. Los números ш, из, ... Un, » +. - Se Патап 
términos de la serie. 


Definición 2. La suma del número finito de los n primeros térmi- 
nos de la serie se llama n — ésima suma parcial de la serie: 


Sn =4+ Uh... + Un. 
Examinemos las sumas parciales: 


$ = Uy, 
Sa Uy + из, 
з == ш + Uz + Us, 


з =u tuntust o + Un. 
Si existe un límite finito 
s= lim sa, 
noo 
entonces, éste se llama suma de la serie (1) y se dice que la serie 
converge. 
Si lím s, no existe (por ejemplo, 5„ —> оо para n —> оо), entonces 


no 
se dice que la serie (1) diverge y no tiene suma. 

Ejemplo. Examinemos la serie 
atajar... аф... (2) 


*) Una sucesión se considera dada, cuando se conoce la ley que permite 
calcular cualquier su término u, para п dado. 
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Es una progresión geométrica con primer término a y razón (а +0). 
La suma de los n primeros términos de la progresión geométrica (para 
4 +1) ез igual a: 


1) Si |q] < 1, entonces 4" —-0 cuando л со y, por consiguiente, 
a а" а 
1—9 1—4) 1—4 


lím з = йш ( 
тз» ® тз 
Esto significa, que зі | 9 |< 1, la serie (2) converge y su suma es 
== 
2) Si 1g|>1, entonces |9] —- cuando n==00 у, por tanto, 
q 


n 


— +œ, cuando п —- со, es decir, líms, no existe, De este modo, 
тз 


1—9 
cuando |а| > 1, la serio (2) diverge. 


) tiene la forma 
афафа. 
а, lim зр = со, es decir, la serie diverge. 


3) Si 91, la serio ( 


En este caso sn = 


4) Si q=—1, la serie (2) toma la forma 
а-аа 
En este caso 
0, cuando п es par 
$” a, cuando n es impar. 
Por consiguionte, sn no tiene límite, la serie diverge. 
De este modo, la progresión geométrica (con el primer término diferente 


de cero) converge solamente cuando el valor absoluto de la razón de la pro- 
gresión es menor que 1. 


Teorema 1. Si converge la serie, obtenida mediante la supresión 
en (1) de algunos de sus términos, entonces converge también la serie dada. 

Inversamente, si converge la serie dada, entonces converge también 
la serie obtenida mediante la supresión de algunos de sus términos. 
En otras palabras, en la convergencia de la serie no influye la supresión 
de un número finito de sus términos. 


Demostración. Sean s, la suma de los n primeros términos de la 
serie (1); ca, la suma de los k términos suprimidos (notemos, que 
cuando n es suficientemente grande, todos los términos suprimidos 
se contienen en la suma s,); с, л, la suma de los términos de la serie 
que entran en la suma s,,, pero no entran en la c}. Entonces tenemos: 


Sn = Ch E Onis 
donde c, es un número constante que no depende de n. 
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De la última relación se deduce que si existe lím onr, entonces 


existe también lím s,; si existe lím sp, entonces” existe también 


no 


neo 
lím о, л y queda así demostrado el teorema. 


no 


Concluyendo el párrafo, indiquemos dos propiedades elementales 
de las series. 


Teorema 2. Si la serie 


++... (3) 
converge y su suma es igual а s, entonces la serie 
саз + tt... (4) 


donde c es un número arbitrario fijo, también converge y su suma es 
igual a cs. 


Demostración. Designemos por s, la n — ésima suma parcial de 
la serie (3) y por о,, la suma parcial de la serie (4). 
Entonces: 


On = са +... F Can = с (а +... + an) = сз„. 


De aquí es evidente que el límite de la n-ésima suma parcial de la 
serie (4) existe, puesto que 


lím 0, = lim (cs,) = с lím s, = cs. 
asa 


n- neo 
Por tanto, la serie (4) converge y su suma es igual a cs. 
Teorema 3. Si las series 


PEE ә г: (5) 
y 
btt... (6) 


convergen y sus sumas son iguales a s y s, respectivamente, entonces 
las series 


(a, + bi) + (0 +b) +... (7) 
(а —b) + (а — b) +... (8) 


también convergen, y sus sumas son iguales a s + s y s — s, respectiva- 
mente. 


y 


Demostración. Demostremos la convergencia de la serie (7). 
Designemos su n-ésima suma parcial рог о,, y las n-ésimas sumas 


parciales de las series (5) y (6) por з, y Sn, respectivamente, y obte- 
17-538 
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nemos: 
On =(a + b)+ --. + (an + br) = 
=(m + e Han) 04... + On) =n + Sne 


Pasando en esta igualdad al te, cuando n —> оо, obtenemos 


lim (8. + 


а 5, + lím Sn =s 4s. 


lím с, == 


De oste modo, la serie (7) converge у хи suma es igual a ss, 
De una manera semejante se demuestra que la serie (8) también 


converge y su suma es igual a s— 


Se dice que las series (7) y (8) son obtenidas mediante la adición 
o la sustracción, respectivamente, término a término, de las series 


6) y (6). 


$ 2. CONDICION NECESARIA 
DE CONVERGENCIA LE UNA SERIE 


En el estudio de las series, uno de los problemas principales es el 
de la convergencia о de la divergencia «Je la serie dada, А continua- 
ción establezcamos los criterios suficientes. a base de los cuales se 
puede resolver este problema. Ahora examinemos nn criterio nec 
sario para la convergencia de una serie, es decir, establezcamos la 
condición, cuyo incumplimiento significa que la serie diverge. 


Teorema. Si una serie converge, entonces su n-ésimo término tiende 
a cero, cuando n crece indefinidamente. 


Demostración. Sea la serie шу i- из -- Ma + 


b sss t iy 
convergente, es decir, tiene lugar la “ignalcad lí 


в, =s, donde 


ses la suma de la serie (o sea, un número finito fijo), pero entonces 
tenemos la igualdad lím Sn = 5, puesto que cuando n —» оо, tam- 


bién (n — 1) > оо. Sustrayendo término a término la segunda igual- 
dad de la primera, obtenemos: 


lim sa — lím за 10 


no 
ó 
lím (sn —Sn-1) = 0. 
noo 
Pero, 


Sn — ад = Un. 
Por consiguiente, 


lo que se trataba de demostrar. 
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Corolario. Si el n-ésimo término de la serie no tiende a cero, cuando 
т —> оо, la serie diverge. 
Ejemplo. La serie 


diverge, puesto que 


Р Р п 1 
лата (а) 3 +0 

Subrayemos que el criterio analizado es sólo indispensable, 
pero no es suficiente, es decir, de lo que n-ésimo término tiende a cero 
no se deduce obligatoriamente que la serie converge (la serie puede ser 
también divergente). 


Por ejemplo, la llamada serie armónica AA эё 


б + diverge, aunque lím ил == Шт 1-0. 


со oso 
Para demostrarlo, escribamos más detalladamente la serie armó- 
nica: 


ЕЛЖ ОК ТЕРК УЕ 
++ JUN Sul Ру ++ 
ЕЕ A 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 
+5 + {0 {+ {5+ {3+ {4+ {6-Б 0 
Escribimos, luego, una serie auxiliar: 
sc 


—— 
4 4 1 $ 1 
++ titititi 


16 sumandos 
= л, 


— 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
+ {6 16 6+ 1671616 1671639 ЕД Ко 


2 
La зегїе (2) se forma de modo siguiente: su primer término es 
igual а 1; el segundo, a 1/2; el tercer y cuarto son iguales a 1/4; 
los términos a partir del quinto hasta el octavo son iguales a 1/8; 
los términos desde el noveno hasta el 16 son iguales a 1/16; los tér- 
minos desde el 17 hasta el 32 son iguales a 1/32, etc. 
Designemos рог s% lasuma de los т primeros términos de la serie 
armónica (1) y рог s'%, la suma de los n primeros términos de la 
serie (2). 


17* 
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Puesto que cada término de la serie (1) es mayor que el corres- 
pondiente término de la serie (2) o es ignal a éste, entonces, para 
п > 2, tenemos 
(3) 


es de la serie (2) para los valores 


Calculemos las sumas parci 
de n, iguales a 21, 2%, 2, 2, 2 


1 1 1 1 1 4 1 4 
a=1+4+ (4+4) (ааа) аз Fe 
1 1 1 1 1 
ви == 1+ ае Е еда 
гаиа алаа. 
=1+4 5: 
1 1 1 
valgo 
тайыш TS 


1 1 
+ (5+, y a 


“елита 


del mismo modo se calcula que зв = 1 + 6-1/2, sx =1 + 7.1/2, 
y, en general, sx = 1 + К.1/2. 

Por consiguiente, las sumas parciales de la serie (2), para А sufi- 
cientemente grande, pueden ser mayores que cualquier número 
positivo, es decir, 

lím $2 = оо, 
neo 


pero, entonces, de la relación (3) se deduce que también 
Ит өң == оо, 


es decir, la serie armónica (1) diverge. 
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$ 3. COMPARACION DE LAS SERIES 
CON TERMINOS POSITIVOS 


Sean dos series con términos positivos: 
utut uist e Hunt AN (1) 
и-+ ++... ++... @ 
Pura éstas son válidas las siguientes afirmaciones. 


Teorema 1. Si los términos de la serie (1) no son mayores que los 
términos correspondientes de la serie (2), es decir, 
ио (n=1,2,...), (3) 
y la serie (2) converge, entonces la serie (1) también converge. 


Demostración. Designemos por s, y 0,, respectivamente, las 
sumas parciules de las series primera y segunda: 


7 В 
s= Хи, = È ve 
= = 
De la condición (3) se deduce que 
Sn SOn. (4) 


Puesto que la serie (2) converge, entonces existe el limite o de 
su suma parcial 
lim о, =0. 
по 
Puesto que los términos de las series (1) y (2) son positivos, tene- 
mos 0, < 0; entonces, en virtud de la desigualdad (4) 
5, < 0. 
Así, hemos demostrado que las sumas parciales s, están limitadas. 
Notemos que cuando т crece, la suma parcial s, también crece; al 
mismo tiempo, del becho de que la sucesión de las sumas parciales 
está limitada y crece se deduce que ésta tiene un límite *) 
lim s, = $, 
y es evidente que 
s<o. 
Basándose en el teorema 1, se puede juzgar sobre la convergencia 
de algunas series. 
Ejemplo 1. La serie 


А Ж 1 
++ КН. 

*) Para convencerse de que la variable s, tiene un límite, recordemos un 
criterio de existencia del límite de una sucesión (véase $ 5, cap. 11, tomo 1): 
«si la variable es creciente y acotada, entonces ella tiene un límite». En el caso 
dado, la sucesión do las sumas з, está limitada y crece, por consiguiente, ella 
tiene un límite, es decir, la serie converge. 
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converge, puesto que sus términos son menores que los términos correspon- 

dientes de la serie 

tai 
i5 

Pero, la última serie converge puesto que sus términos, a partir del segundo. 

forman una progresión geométrica de razón 1/2. La suma de esta serie es 

4 


14 


igual a ‚ Por consiguiente, en virtud del teorema 1, la serie dada tam- 


П 
u suma no supera а 1. 


Teorema 2. Si los términos de la serie (1) no son menores que los 
términos respectivos de la serie (2), es decir 


Un > tns (5) 
y la serie (2) diverge, entonces la serie (1) también diverge. 
Demostración. De la condición (5) se deduce que 
Sn > Ono (6) 
Como los términos de la serie (2) son positivos, entonces su suma 
parcial с, crece, al aumentar n, y como la serie diverge, entonces: 


bién converge 


lím 0, = оо. 


Pero, en virtud de la desigualdad (6) 
lím sn — co, 


п 
es decir, la serie (1) diverge. 
Ejemplo 2. La serie 
1 1 
14 таны + + 
ү? үз үл 


diverge puesto que sus términos (a partir del segundo) son mayores que los 
términos correspondientes de la serie armónica 


ipi 4 А 1 


la cual, como es sabido, diverge. 

Observación: Los dos criterios demostrados (teoremas 1 y 2) 
son válidos solamente para las series con términos positivos. Ellos 
quedan en vigor también para el caso, en que algunos términos de 
la primera o segunda serie son iguales a cero. Sin embargo, estos 
criterios dejan de ser válidos, si entre los términos de la serie hay 
números negativos. 


$ 4. CRITERIO DE D'ALEMBERT 
Teorema (Criterio de d'Alembert). Si en una serie con términos 
positivos 
mF atate tito: (1) 
la relación de (п 1. 1)-ёѕіто término respecta al n-ésimo cuando 
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n— оо, tiene un límite (finito) l, o sea, 


lim e 1, (2) 


entonces: 

1) la serie converge cuando l< 1, 

2) la serie diverge cuando l > 1. 
(Cuando 1 = 1, el teorema no da la respuesta sobre la convergencia 
o divergencia de la serie). 


Demostración. 1) Sea 1 < 1. Examinemos el número q que satis- 
face a la correlación / <q < 1 (fig. 342). 


ql 
{бы 1 
Л q 


Fig. 342 


De la definición del límite y de la relación (2) se deduce que 

para todos los valores n, a partir de cierto número N, o sea, para 

n>N, tiene lugar la desigualdad 
Ил 
Un 


<4- (2) 


En efecto, como la magnitud м. tiende al límite 1, la dife- 


rencia entre la magnitud ЕЗ3 y el número 1 (a partir de cierto 
número N) se puede hacer menor, en valor absoluto, que cualquier 
número positivo, en particular, menor que @— l, es decir, 

ТИИ ЯЕ 

a |< 1. 

De la última desigualdad se deduce la desigualdad (2'). Escri- 

biendo esta desigualdad para diferentes valores de n, a partir 
del número N, obtenemos: 


ика < Gus, 
имаа имаа < фи», B 


Examinemos ahora dos series: 
ш+ш физ... HUn ика tH Uwit ooa (1) 
их + que + фих + (1) 


264 Series 


La serie (1°) es una progresión geométrica con razón positiva 
q < 1. Por consiguiente, esta serie converge, Los términos de la 
serie (1), a partir de uyy, son menores que los términos de la 
serie (1°). Según el teorema 1, $ З y el teorema 1, $ 1, deducimos que 
la serie (1) converge. 

2) Sea 12 1. 


Entonces, de la igualdad lím =l (donde 1 >1) se deduce 
no 


que a partir de cierto numero №, o sea, para n>N, tiene lugar 


Uny 


H M 
1 ж“ 1 
Fig. 348 


иһ 


Ја desigualdad 


> 1 (fig. 343), б Un, >и, рага todos los n > N. 


Pero esto significa que los términos de la serie crecen, a partir 
del número № --1, y, por eso, el término común de la serie no 
tiende a cero. Por consiguiente, la serie diverge. 

шы 


Observación 1. La serie divergirá también, cuando та =. 
00 Un 


Esto se deduce de que si иш St 


= œ, entonces, a partir de cierto 
Un 


número n= N, tendrá lugar la desigualdad 2 >4, б uns, > ün- 


Ejemplo 4. Estudiar la convergencia de la serie 


o 


Por consiguiente, 


lim 224! = lím 


=0< 1. 


noo Un noti 
La serie converge. 
Ejemplo 2. Estudiar la convergencia de la serie 


2, 22. 23 ‚2" 
Кашы е 
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З. Уы 5 5 


n+1 ün ni 


Solución. Aquí tenemos: иһ = , 


ti а АК. РЕС Б 
A 

La serie diverge y su término común un tiende al infinito. 

Observación 2. El criterio de d'Alembert da la respuesta de que 
una serie positiva dada converge o no, sólo en el caso en que 


Unys 


= existe y difiere de 1. Si este límite no existe о existe, 
m 


lím 
тз 


pero lím 2791. ез igual а 1, entonces el criterio de d'Alem- 
пә» Un 


bert no permite establecer que la serie converge o diverge, puesto 
que, en este caso, la serie puede resultar tanto convergente, como 
divergente. Para solucionar el problema sobre la convergencia de 
semejantes series es preciso aplicar otro criterio. 


Notemos, sin embargo, que si иш Жен. 4 y la razón Quit 
тз» Un n 
para todos los números n, a partir de cierto número, es mayor que 1, 


Unyi 


la serie diverge. En efecto, si 


s > 1, entonces Uy >Un y el 


término común no tiende a cero, cuando n-— оо. 
Estudiemos los ejemplos que ilustran lo enunciado más arriba, 
Ejemplo 3. Analizar la convergencia de la serie 


1 г EE п 
Ttr T e tapte 


En el caso 


Solución, Aquí lím 22£! = lím "> 
new Un no new 


и, 


dedo la scrie diverge, puesto que 


n242n+4 
= > 


Ejemplo 4. Aplicando el criterio de d'Alerbert рага la serie armónica 


nti > 4 para todos los л: #2ti m 
Un Un 


AN 
і. 
га 


Чан 


1 
notemos que un=—, Un; = , por consiguiente, 


Ea 


lim = lím 
neo ün пә А-1 
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Así, basándose en el criterio de d'Alembert, no podemos determinar, si la 
serie dada converge o diverge. Pero antes hemos definido por otro procedi- 
miento, que la serio armónica diverge. 


Ejemplo 5. Analizar la convergencia de la serie 


Solución. Aquí, 
1 


PE 
iS Y 


Basándose en el criterio de d'Alembert no podemos determinar nada 
respecto a la convergencia de esta serie, pero, partiendo de otras consi- 
deraciones, se puede definir que la serie converge. Al notar que 


ы ЖҮ. ЭШЕ. 5 
та) RATO 
podemos escribir la serie dada en la forma siguiente: 


IS 


y acer la reducción, la suma parcial 


Después de abrir los parént 
de los n primeros términos será 


Sn 


Por consiguiente, 


lim sn = lím (157) =!, 


es decir, la serie converge y su suma es igual a 1. 


§ 5. CRITERIO DE CAUCHY 


Teorema (Criterio de Cauchy). Si para la serie con términos 
positivos 
(1) 


la magnitud Vu, tiene un límite finito 1 cuando п —> со, es decir, 


шш Биз... + ш + 


entonces: 


1) si 1<4, la serie converge; 
2) si 17> 1, la serie diverge. 
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Demostración. 1) Sea 1<1. Examinemos el número q que 
satisface a la desigualdad ¿<qg=<t. 
A partir de cierto número n = N, tiene lugar la relación 


¡Wu а 


de donde se deduce que 


Уа а 
6 
un <q" 


para todos los n > N. 
Ahora examinemos dos series: 


шифа PU Huny Hunt -s (1 


ыны... (1) 
La serie (1”) converge puesto que sus términos forman una 
progresión geométrica decreciente. Los términos de la serie (1), 
a partir de uy, son menores que los términos respectivos de la 
serie (1°). Por consiguiente, la serie (1) converge. 
2) Sea 1 >1. Entonces, a partir de cierto número n = N, 
tenemos: 


Vi, >1 
6 
ыш». 


Pero, si todos los términos de la serie examinada, a partir de ux, 
son mayores que 1, la serie diverge, puesto que su término común 
no tiende a cero. 


Ejemplo. Estudiar la convergencia de la serie 
EEN a oyn 
++ +A) 


Solución. Apliquemos el criterio de Cauchy: 


J= На зет 


“Тш vé 
Y (52 


La serie converge. 


Observación. Igual que en el criterio de d'Alembert, el caso de 
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exige un estudio adicional. Entre las series que satisfacen а esta 
condición, pueden encontrarse tanto convergentes, como divergentes. 
Así, para la serie armónica (que, como es sabido, diverge) tenemos: 


Um а= а 


ы. 
т 


no no 


Para asegurarse de esto, demostremos que lím ln V+ = 0; 


Efectivamente, 


lim In —= lím 
nmw п кз» n 


Aquí el numerador y el denominador de la fracción tienden al 
infinito. Aplicando la regla de l'Hospital, hallamos: 


VA 1 -4 
lím Le lim Л” = lim —2 =0. 
no n пә n no 4 


1, es decir, 


Para la serie 


también tiene lugar la igualdad 


z ” EFE 
lim Уш, = Ша Vi- a ДД Үз =з 
n n 


п— noo noo n 


pero esta serie converge, puesto que, si suprin.imos el primer tér- 
mino, los términos de la serie obtenida serán menores que los 
correspondientes términos de la serie convergente 


A 


1,4 
tato tj 


(véase el ejemplo 5, $ 4). 
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$ 6. CRITERIO INTEGRAL 
DE CONVERGENCIA DE LA SERIE 


Teorema. Sean los términos de la serie 
щи из 4... фи +... (0 
positivos y no crecientes, es decir, 
ш >ш >и >...) 
y sea j (2) una función continua no creciente tal que 
10) = u; f(2) = uz ...:1 (0) = Un. (2) 
En este caso son válidas las siguientes afirmaciones: 
1) si la integral impropia 


{70 а= 
converge (véase $ 7, capítulo ХІ, tomo 1), es convergente también 


da serie (1): 
2) si esta integral diverge, es divergente también la serie (1). 


Demostración. Representemos los términos de la serie geomé- 
tricamente, marcando en el eje de abscisas los números de los térmi- 


Fig. 344 


nos de la serie 1, 2. 3... п. п +1, ..., y en el eje de ordenadas, 
los valores correspondientes de los términos de la serie my, из, ... 
e.s Uns... (fig. 344). 
Tracemos en la misma figura la gráfica de la función continua 
no creciente 
у= (ш), 


que satisface a la condición (2). 

Examinando la figura 344, notamos que el primer de los rectángu- 
los construidos tiene la base igual a 1, y la altura f (1) = ш. Por 
consiguiente, el área de este rectángulo es ш. El área del segundo 
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rectángulo es us, etc.; рог fin, el área del último (n-ésimo) de los 
rectángulos construidos es u,. La suma de las áreas de los rectángulos 
construidos es igual a la suma s, de los n primeros términos de la 
Por otra parte, la figura escalonada: юга por estos rectángu- 
los comprende un dominio limitado por la curva у = f (z) y las 

з t,=n+41, y =0; el área de este dominio esigual 


a | Ло) dz. Por consiguiente 


за2> { f(9dr. (3) 
i 


Analicemos ahora la figura 345. Aquí, el primer (izquierdo) 
de los rectángulos construidos tiene la altura uz; por tanto, su área 
es también us. El área del segundo rectángulo es из, ete, El área 
del último de los rectángulos construidos es и, +. Por consiguiente, 
la suma de las áreas de todos los rectángulos construidos es igual 
a la suma de todos los términos de la serie, a partir del segundo 
hasta el (л + 1) — ósimo, es decir, es igual a s,,, — ш. Por otra 
, como es fácil ver, la figura escalonada formada рог ostos 
rectángulos, está comprendida en el interior de la буга 
eurvilínea limitada por la curva y = f (x) y las rectas z= 1, 
ж = п- 1, y= 0. El área de esta figura curvilínea es igual а 

nta 


{ He) dz. Por consiguiente, 
i 


de donde 


эы } A) de + i (5) 


Ahora analicemos ambos casos, 


1. Supongamos que la integral [f(2)dz converge, es decir, 
i 


tiene un valor finito. 
Puesto que 
эн 


} гађа год а, 
entonces, en virtud de la Tamia (4) tenemos: 


Sn < Snt <a de + us, 
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es decir, la suma parcial s, queda limitada para todos los. valores 
de n. Pero, al aumentar n, ésta crece, puesto que todos los térmi- 
nos и, son positivos. Por consiguiente, cuando л-> оо, з, tiene 
un límite finito: 

lim Ss, 


es decir, la serie converge. 


2. Supongamos, también, que { f(2)dx=0o. Esto significa que 
1 


nl 
{ (с) ас crece indefinidamente al aumentar n. Pero entonces, 
1 
en virtud de la desigualdad (3), s, también erece indofinidamente 
al aumentar z, es decir, la serie diverge. 

De este modo, el teorema queda completamente demostrado. 
ја de la serie 
L 
E 


Ejemplo, Analizar la convergen 
tpa 
Pt 


1 
БЕЗЕ} 


sta fun- 


ntegral, poniendo j (х) = 


Solución. Apliguemos el criteri КЕ 
ción satisface a todas las condiciones del teorema. Analicemos lu integral 


РА + arto р (yin) para pd, 
\ аал para p- 1. 


Hagamos que Y tienda al infinito y estudiemos la convergencia de la integral 
impropia en diferentes casos, Partiendo de esto, podemos juzgar de la conver- 
gencia o divergencia de la serie para diferentes valores do р. 


зї р>, Ç Lp es decin, la integral es finita y 


par consi- 


А А т de : пет 
guiente, la serie converge; si p< 1, SE с, la integral es infinita, la 
Й 
serio diverge; si p=1, = -c0, la integral es infinita, la sorie diverge. 


1 

Señalemos que ni el eri 
más arriba, resuelven la cu 
puesto que 


iu de d'Alembert, ni el de Cauchy, examinados 
ión respecto a la convergencia de 


212 Series 


$ 7. SERIES ALTERNANTES. TEOREMA DE LEIBNIZ 


Hasta ahora hemos estudiado las series cuyos términos son 
positivos. En el párrafo presente examinemos las series cuyos 
términos son alternativamente positivos y negativos, es decir, 
las series de la forma 


Uy — и + из — щ + 


donde шщ, Us, + . ., Un, » - . SON positivos. 
Teorema de Leibniz. Si una serie alternante 
Uy — Uz + из — шщ 4... (Un >0) (1) 
es tal que sus términos 
щ>щшщ>и,>... (2) 
y 
lím u, =0, (3) 


entonces, la serie (1) converge, su suma es positiva y no supera el primer 
término. 


Demostración. Analicemos la suma de los п = 2т primeros 
términos de la serie (1): 

Sam = (Uy — из) + (из — щ) +... + (Urmi ат). 

De la condición (2) se deduce que las expresiones entre los 
paréntesis son positivas. Por consiguiente, la suma s»,, es positiva, 
Sem > 0, y crece, con el aumento de т. 

Escribamos ahora esta misma suma de modo siguiente: 

Sam = Uy — (uz — Us) — (Us — us) — + 

‚+. (заз — uzmi) — Uzm 
En virtud de la condición (2), cada una de las expresiones entre 
paréntesis es positiva. Por eso, al restar del número ш, las magnitudes 
encerradas entre paréntesis, obtenemos un número menor que ш, 
es decir, 


Sam < щш. 

Por consiguiente, hemos determinado que, al aumentar m, 
Sam Crece y está limitada por arriba. De esto se deduce que sam 
tiene un límite s: 

Иш Sam = 8, 

тә 
siendo 

0<s<uj. 
Sin embargo, la convergencia de la serie todavía no está demostrada; 
hemos demostrado solamente que la sucesión de las sumas parciales 
«pares» tiene como límite el número s. Ahora demostremos que las 
sumas parciales «impares» también tienden al límite s. 
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Examinemos, para esto, la suma de los п = 2m + 1 primeros 
términos de la serio (1): 


Semti = Sam T Исе. 
Como, según la condición (3), lím из, +1 = 0, tenemos 


mao 
lim Semt = lím som + liM иза lim Sem = 
Ге сд dos же 


De este modo hemos demostrado que lím s, = s tanto соп п par, 
como con н impar. Por “consiguiente, la serie (1) converge. 


$ sS Ssh ЕЛ 


Fig. 346 


Observación 1. El teorema de Leibniz se puede ¡ilustrar geomé- 
tricamente de modo siguiente. Marcaremos en una recta numérica 
las sumas parciales (fig. 346): 
S =ош. 59 == Uy — Un = Si — Ша $3 = 


Sah Из, S = 53 — Шу 


Ss = s + us, elo. 
Los puntos que corresponden a las sumas parciales, tienden 
a cierto punto s que representa la suma de la serie. Al mismo tiempo 


los puntos que corresponden a las sumas parciales pares, se oncuentran 
a la izquierda de s v los que corresponden a sumas impares, a la 
derecha de s. 


Observación 2. Si la serie alternante satisface a la condición 
del teoremá de Leibniz, no es dificil evaluar el error que se comete, 
si se sustituye su suma s por una sama parcial s,. Al efectuar tal 
sustitución, suprimimos todos los términos de la scrie a partir 
de и, +1. Pero, estos números forman una serie alternante, cuya 
suma, en valor absoluto, es menor que el primer término de esta 
serie (es decir, es menor que и, +1). Por lo tanto, el error que se comete 
al sustituir = por s,, no supera, en valor absoluto, el primer de los 
términos suprimidos. 


Ejemplo 1. La serie 


18—536 
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converge, puesto que 
iet а 
DIS ре; 
2 lim u= lim Lo, 
п-н ls no ^ А 
La suma de los п primeros términos de esta serie 
1 1 


dE Л а 
ар СН 


difiere de la suma s de la serie еп una magnitud menor que 


1 
api” 
Ejemplo 2. La serio 


1 1 4 
ше Бак are 
converge, en virtud del teorema de Leibniz. 


$ 8. SERIES CON TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS. 
CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 


Una serie cuyos términos pueden ser tanto positivos como nega- 
tivos se llama serie con términos positivos y negativos. 

Las series alternantes, examinadas en el párrafo anterior, son, 
evidentemente, un caso particular de las series con términos posi- 
tivos y negativos. 

Analicemos algunas propiedades de las series con términos 
positivos y negativos. e 

Pero, a diferencia de lo aceptado en el párrafo anterior, suponga- 
mos ahora que los números ш, из, ..., Uns ... Pueden ser tanto 
positivos, como negativos. 

Demos, ante todo, un criterio suficiente, muy importante, 
de convergencia de una serie con términos positivos y negativos. 


Teorema 1. Si la serie con términos positivos y negativos 
u tuat... + un + (0 

es tal que la serie compuesta de valores absolutos de sus términos 
|ш|+1ш!+...+1һ!+.. @ 


converge, entonces la serie dada con términos positivos y negativos 
también converge. 


Demostración. Sean s, y 0, las sumas de los n primeros términos 
de las series (1) y (2). 

Sean, además, ғ, la suma de todos los términos positivos у Sh, 
la suma de los valores absolutos de todos los términos negativos 
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comprendidos entre los т primeros términos de la serie dada; 
entonces: 
On = Sn 4-81. 

Según la hipótesis, o, tiene por límite 0; sh y sh son las magnitudes 
positivas crecientes, menores que с. Por consiguiente, ellos tienen 
los límites 5 y s”. De la correlación s, = sh — 5, se deduce que 
también s, tiene un límite que es igual a s — s””, es decir, la serie 
con términos positivos y negativos (1) converge. 

El teorema demostrado permite juzgar de la convergencia de 
ciertas series con términos positivos y negativos. El estudio del 
problema sobre la convergencia de una serie con términos positivos 
y negativos se reduce, en este caso, al análisis de una serie con 
términos positivos. 

Examinamos dos ejemplos. 


Ejemplo 4. Analizar la convergencia de la serie 


sen a sen 2a sen За senna з 
а 2 +... па. B 


donde æ es un número cualquiera. 


Solución. Examinemos junto con la serie dada, las series 


sena |. |sen 2а], |sen За: 
ар s 
y 
ЖЕЕ. E? 1 
ч ЕЗЕК Н tate (5) 


La serie (5) converge (véase $ 6). Los términos de la serie (4) no son mayo- 
res que los términos correspondientes de la serie (5), por consiguiente, la 
serie (4) también converge. Pero, entonces, en virtud del teorema demostrado, 
la serie dada con términos positivos y negativos (3) también converge. 


Ejemplo 2. Analizar la convergencia de la serie 


cos Б cosa соз + cos (201) 2 
g t Ку ++ 7 + (6) 
Solución. Examinemos, junto con la serio dada, la serie 
Ls 1.4 1 
Fat tyt @) 


Esta serie converge, puesto que es una progresión geométrica decreciente 
de razón 1/3. Pero, en este caso, converge también la serie dada (6), puesto 
ue sus términos, en valores absolutos, son menores que los términos correspon- 
ientes de la serie (7). 

Notemos que el criterio de convergencia, demostrado más arriba, 
es sólo suficiente para una serie alternante, pero no es necesario: 
existen las series con términos positivos y negativos tales que con- 
vergen, mientras que las series formadas de valores absolutos de 


18* 
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sus términos divergen. Es útil, por esto, introducir las nociones 
de convergencia absoluta y condicional de una serie con términos 
positivos y negativos, y, basándose en estas nociones, clasificar 
estas series. 


Definición. La serie con términos positivos y negalivos 
u, + u -tust o.. Би, Б... (1) 
se llama absolutamente convergente, si converge la serie formada 
de valores absolutos de sus términos: 
{шщ |+ lult lusi + + 1+... (2) 
Si la serie con términos positivos y negativos (1) converge у la 
serie (2), formada de valores absolutos de sus términos, diverge, 
entonces la serie dada (1) se llama condicionalmente convergente. 


Ejemplo 3. La serie con términos positivos y negativos 

1,14 
+31 
es condicionalmente convergente, puesto que la serie formada de valoros 
absolutos de sus tórminos es la serie armónica 


1 +... 


1 1 
+з 


que divorge. Pero, la misma sorie converge, lo que es fácil comprobar соп 
ayuda del criterio de Leibniz, 
Ejemplo 4. La serie con términos positivos y negativos 


es absolutamente convergente puesto que la serie formada de valores abso- 
tutos de sus términos: 


4 1 


1 
i+ + ate 


converge, como fue establecido en $4. 


Utilizando la noción de convergencia absoluta, podemos formular 
el teorema 1 de modo siguiente: toda serie absolutamente convergente 
es una serie convergente. 

En conclusión indiquemos (sin demostración) las siguientes 
propiedades de las series absolutamente convergentes y condicional- 
mente convergentes. 


Teorema 2. Si una serie es absolutamente convergente, ella queda 
absolutamente convergente con cualquier cambio del orden de sus 
términos. En este caso, la suma de una serie tal no depende del orden 
de sus términos. 

Esta propiedad no es propia de las series condicionalmente 
convergentes. 
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Teorema 3. Si una serie converge condicionalmente, entonces, 
se puede cambiar el orden de los términos de esta serie de modo tal 
que la suma de la nueva serie obtenida sea exactamente igual a un 
número arbitrario A dado de aniemano. Más aún, se puede cambiar 
el orden de los términos de la serie condicionalmente convergente de 
modo tal que la nueva serie sea divergente. 

La demostración de estos teoremas sale fuera de los marcos del 
presente curso. 

Para ilustrar la afirmación de que la suma de una serie condicio- 
nalmente convergente puede variarse al cambiar el orden de sus 
términos, examinemos el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 5. La serie con términos positivos y negativos 


-4+ (®) 


no converge absolutamente. Designemos su suma por s. Es cvidente, que 
s>0. Cambiemos el orden de los términos de la serie (8) de modo que des- 
pués de un término positivo vayan dos términos negativos: 


1 


1 
ae 


@ 


Demiostremos quo la serie obtenida converge, pero su suma s” es dos veces 
i a 1 ч 
menor que la suma de la serio (8), es decir, es igual a Ls, Desiguemos por 


эһ y s, las sumas parciales de las series (8) y (9). Examinemos la suma ЗК 
de términos de la serio (9): 


w (4-4) (4-4 


Por consiguiente, 
1 1 
lim s= lin y] son ys. 
Г ы eS 2 2 


Luego, 


A + ур 


1 


Ear din (+ 


ГЕТЕ 


218 Series 


De este modo, obtenemos: 
lím s, 


Pues, en este caso la suma de la serie se ha cambiado después de la permu- 
tación de sus términos (se ha reducido en doble). 


$ 9. SERIES DE Е 


La serie шщ + us ho... -$ Un 3... se lama serie de funciones, 
si sus términos son funciones de z. 
Examinemos una serie de funciones: 


ш (2) + uz (а) + us (+... (+... С] 


Dando а z determinados valores num os, obtenemos diferentes 
series numéricas que pueden ser tanto convergentes, como divergentes 

El conjunto de los valores de x, para los cuales la serie de funcio- 
nes converge, se llama dominio de convergencia de esta serie, 

Es evidente, que en el dominio de convergencia de una serie de 
funciones su suma es cierta función de z. Por eso, la suma de la serie 
de funciones se designa рог s (z). 


JONES 


Ejemplo. Exami 


mos la serio de funcio 
44-2429... а" 
ista serie converge para toos ia 
es decir, para todos los valores z que s 


isfacen a la condición | z | < 
todo valor de z en el intervalo (—1, 1) la suma de la serie es igual a 


suma de una progresión geomót 
en el interva 


са decreciente con razón т). Por consiguiente, 
(1, 1) la serie dada determina la función 


s (x)= 


que es la suma de la serie, es decir, 
1 

т==ғ 

Designemos рог s, (2) la suma de los п primeros términos de la 

serie (1). Si esta serie converge y su suma es igual a s (z), entonces 

s (2) = sp (2) + rn (2), donde r, (z) es la suma de la serie un; (2) + 

+ Un+a (2) -+ ..., о sea, 

Tn (2) = ungi (2) + СИЕ 

En este caso la magnitud r, (х) se Mama resto de la serie (1). Para 

todos los valores de х en el dominio de convergencia de la serie 
tiene lugar la correlación lím 5, (z) = s (x), por eso: 


@|= 0, 


m [з(т) — 
es decir, el resto r, (т) de una serie convergente tiende а сего, 
cuando п — оо. 


14 фат фаз... 


lím r, (2) = 
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$ 10. SERIES MAYORANTES 
Definición. La serie de funciones 


шщ (2) + Ue (а) + иа (а) +... Hun (0) +... (1) 
se llama mayorante en cierto dominio de variación de z, si existe 
una serie numérica convergente 


а +9 9+... ++... (2) 


con términos positivos tal que para todos los valores de = del 
dominio dado se cumplan las correlaciones 

{ш (2) | < а, [иг (2) |<а@;,...‚ | Un (2) |<а„,... (3) 
En otras palabras, una serie se llama mayorante, si cada uno de sus 
términos no es mayor, en valor absoluto, que el término correspon- 
diente de cierta serie numérica convergente con términos positivos. 

Por ejemplo, la serie 

созт cos2r , cos3z cosnz 


IA e T о. 


es mayorante en todo el eje Oz. Efectivamente, para todos los valores 
de т se cumple la correlación 


cos пг 
=p 


y la serio 
1 1 1 
трет ө 


como es sabido, converge. 

Directamente de la definición se deduce que una serie mayorante 
en cierto dominio converge absolutamente en todos los puntos 
de este último (véase $ 8). Además, una serie mayorante posee la 
siguiente propiedad importante 


Teorema. Supongamos que la serie de funciones 

u, (2) + иг (+... ++... 
es mayorante еп el segmento la, bl. Sean s (x) la suma de esta serie; 
Sn (2), la suma de los n primeros términos de esta serie. Entonces a 


cada número e œ> 0 arbitrariamente pequeño corresponde un número 
positivo N tal, que para todos п > М se cumpla la desigualdad 


ls (2) — sa (2) | < е, 
cualquiera que sea el valor de х en el segmento (а, bl. 
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Demostración. Designemos por о la suma de la serie (2): 
0=04 а аз +... H Un Amt. 
entonces 
о = On + Ens 
donde а, es la suma de los л primeros términos de la serie (2), y ел, 
la suma de todos в demás términos de esta serie, es decir 
En = hny Ojo +... 

Como esta serie converge, entonces 


v, por consiguiente, 


Representemos ahora la suma de la serie de funciones (1) en la 
forma: 
s (2) = sn (2) + r, (2), 
donde 
Sn (2) = шщ (0) +... + tn (2), 
Ta (2) = ungs (2) + ungs (2) -- и„,з (2) + 
De la condición (3) se deduce que 


lung (2) | < алы, | Unge (2) | < ngns ++ 


у por eso | т, (z) |< en 
para todos los z del dominio 
examinado. 

De este modo, 

ls (2) — Sn (2) | < en 
para todos los т del segmento 


la, bl, donde e, —> 0, cuando 
п œ. 


Observación 1. El resultado 
obtenido podemos ilustrarlo 
Fig. 347 geométricamente del modo 
siguiente. 

Examinemos la gráfica de la función y = s (z). Tracemos junto 
a esta curva una faja de ancho 2e,, es decir, tracemos las curvas 
y = s (z) + e, e y = s (z) — е, (fig. 347). En este caso para todo 
£n, la gráfica de la función з, (т) será comprendida integramente 
en la faja examinada. En esta misma faja se hallarán también las 

gráficas de todas las sumas parciales posteriores. 
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Observación 2. No toda serie de funciones convergente en el seg- 
mento [а, b] posee sin falta la propiedad indicada en el teorema 
demostrado. Pero existen también series no mayorantes que poseen 
dicha propiedad. Toda serie que tiene la propiedad indicada se 
llama serie uniformemente convergente en el segmento la, bl. 

Pues, la serie de funciones u, (x) + us (2) + + (9) +... 
зе Пата uniformemente convergente en el segmento la, MN si a todo 
número positivo e >0 arbitrariamente pequeño corresponde un número 
М tal que para todos los n > М se cumpla la desigualdad 

Ге (2) — sa (2) | < è 
para cualquier x del segmento la, b]. 

Del teorema demostrado se deduce que una serie mayorante 

es una serie uniformemente convergente, 


$ 11. CONTINUIDAD DE LA SUMA DE UNA SERIE 


Sea una serie de funciones continuas 
щ (2) + ш(@+...+ (+... 
convergente en cierto segmento la, b]. 

En el capítulo II (tomo 1) hemos demostrado un teorema de que 
la suma de un número finito de funciones continuas es una función 
continua. Esta propiedad no se conserva para la suma de una serie 
(integrada por un número infinito de sumandos). Algunas series de 
funciones con términos continuos tienen por suma una función 
continua, otras series de funciones con términos continuos tienen por 
suma una función discontinua. 


Ejemplo. Examinemos la serie 
£ a ы Е 1 
аа) 5) rS) 217 жуу... 
Los términos de esta serie (cada uno está entre paréntesis) son funciones 
continuas para todos los valores de z. Demostremos que esta serie converge 


y su suma es una función discontinua. 
Hallemos la suma de los n primeros términos de esta serio: 


Hallemos la suma de la serie: si х >0, tenemos: 
к 


s= limsa (2) = lim (AZ) tx, 


1 
si z< 0, tenemos: s= lim sn (z)= lím (Та 2 2)=—4—x, 


si 2—0, агавы Sn =% por eso s= lím sn=0. 


no 
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De esto modo tenemos: 
s(2)=1—z para 7 >0, 
s(2)=—1—z para z <0, 
s(2)=0 para х=0. 


Así, la suma de la serie estudiada es una función discontinua, su gráfica 
está representada en la fig. 348, donde se dan también las gráficas de las su- 
mas parciales з; (=), se (2) y ss (2). 


xf 


бык 
Зану Operax=0 
Uicigurug<o 


Fig. 348 


Para las series mayorantes es válido el siguiente teorema. 


Teorema. La suma de una serie de funciones continuas, mayorante 
en un cierto segmento la, bl es una función continua en este segmento. 


Demostración. Supongamos que tenemos una serie de funciones 
continuas. mayorante en el segmento la, bl: 
ш (z) 4- из (z) + ua (0+... 4) 
Escribamos su suma еп la forma: 


s (2) = s, (2) + Fn (2), 
donde 
Sa (2) = ш (+... + (2) 
Tn (2) = ün +1 (2) + па + (2) +... 
Tomemos en el segmento la, b] un valor arbitrario del argumento т 


y le asignamos un incremento Az tal que el punto z + Az se halle 
también en el segmento la, bl. 


y 
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Introduzcamos las designaciones: 
As = s (z + Az) — s (2); 
Asa = sn (2 + Az) — sn (2); 


entonces, 
As = Аз, + Ta (£ + Az) — ra (2), 
de donde 
|As | < | Asa | + Irn (£ + Az) | + Ira (2) 1. 2) 

Esta desigualdad es válida para cualquier número n. 

Para demostrar la continuidad de s (z), es preciso mostrar que 
para cualquier número dado de antemano е œ 0, arbitrariamente 
pequeño, existe un número ё > 0 tal que para todos los | Ах | < 6 
sea | Дз | < е. 

Puesto que la serie dada (1) es mayorante, entonces, a cualquier 
e >-0 dado de antemano corresponde un número № tal que para 
todos los n > N, y, en particular, para n = N, se cumpla la desi- 
gualdad 


ПЕ (3) 


cualquier que sea т еп el segmento la, b]. El valor de х + Az se halla 
en el segmento la, bl y por eso se cumple la desigualdad 


Irr æ+ А. (3) 


Luego, рага № elegido, la suma parcial sy (х) es una función 
continua (la suma de un número finito de funciones continuas), y, 
por consiguiente, se puede elegir un número positivo ô tal que para 
todo Az que satisface a la condición | Az | < б se cumple la desi- 
gualdad 


ГА @ 
En virtud de las desigualdades (2), (3), (3) y (4) tenemos: 


аа Ф 
ӯ 
ез decir, 

| As [< е рага | Az | <ô, 
lo que significa que s (r) es una función continua en el punto т 
(у, por consiguiente, en todo punto del segmento la, b)). 


Observación. Del teorema demostrado se deduce que si la suma 
de una serie en cierto segmento la, bl es discontinua, la serie no es 
mayorante en este segmento. En particular, no es mayorante (en 
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cualquier segmento que contenga el punto z = 0, es decir, el punto 
de discontinuidad de la suma de la serie) la serie estudiada en el 
ejemplo. 

Notemos, por fin, que la suposición inversa no es correcta: exis- 
ten series no mayorantes en un segmento, pero que son, sin embargo, 
convergentes en este segmento hacia una función continua, En par- 
ticular, toda serie uniformemente convergente еп el segmento la, bl 
(incluso, si ésta no es mayorante) tiene por su suma una función 
continua (naturalmente, si todos los términos de la serie son con- 
tinuos). 


$ 12. INTEGRACION Y DERIVACION DE LAS SERIES 
Teopema 1. Sea una serie de funciones continuas 
u (2) + ua (th. на (0) 0) 


mayorante en el segmento la, bl у sea s (2) la suma de esta serie. Enton- 
ces, la integral de s (x) entre los límites desde a hasta x, pertenecientes 
al segmento la, bl es igual a la suma de semejantes integrales de los 
términos de la serie dada, es decir ч 


а= ааа (аса. ја, (8904... 
d a à ¿ 


Demostración. Podemos representar la función s (х) en la forma 
s (а) = Sn (а) + rh (2) 


s (2) = щ (x) + шо (2) +... Un (7) + т (ш). 
Entonces: 


ó 


Íscar адве ја ... 


х x 
e + fun (det j п (0) бс (2) 
а a 
(la integral de la suma de un número finito de sumandos es ignal 
a la suma de los integrales de estos términos). 


Como la serie inicial (1) es mayorante, entonces para cualquier г 
tenemos: | л, (z) | < €n, donde e, — 0, cuando n —> оо; por eso 


|} rn (z) de| < 1 (a) ldz < ў en de= e, (£ — a) < en (b — a). 
p М $ 
Puesto que e, —>0, entonces: 


z 
lím Í r, (z) dz = 0. 
a 
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Pero de la igualdad (2) obtenemos: 
ўл (3) dz = } s (2) dz — [ § u, (2)dr+ ... +) un (2) da). 
Por consiguiente, 


lim (Ísc0dr—[Íutoar+ ... + $ un (2) d2]] =0, 


о sea, 
lim [} u (de + ... + $ un (2) de] = $s (2) dz. 3 

La suma entre corchetes es una suma parcial de la serie 
\u(z)dr+ ... + Jun(dr4 ... (4) 


Como las sumas parciales de esta serie tienen un límite, dicha serie 


converge y sn suma, en virtud de la igualdad (3), es igual a $ s (йг, 
es decir, Ы 


x х х = 
{ (0) йх= \ u, (0) дг { и. (0) д4... + ўи, (2) х4... 
а а à & 

Esta es la igualdad que se trataba de demostrar. 


Observación 1. Si la serie no es mayorante, no siempre es posible 
la integración de la serie, término a término, es decir, la integral 


$ s (z) de de la suma de la serie (1) no siempre es igual а la suma 


á 
de las integrales de sus términos (es decir, а la suma de la serie (4)). 
Teorema 2. Si la serie 
ш (2) + ua (+... + tn (+... 6) 
formada de funciones que tienen derivadas continuas en el segmento 
la, bl, converge en este segmento hacia la suma s (х) y la serie 
шщ (2) ше (0) +... ++и„(@+..., (6) 
formada de las derivadas de sus términos, es mayorante en este segmento, . 
entonces la suma de la serie de las derivadas es igual a la derivada de la 
suma de la serie inicial, es decir, 
8 (2) = ш (0) + ш. (а) 4 шуба) 4... Hun (0) +... 
Demostración. Designemos рог Ё (т) la suma de la serie (6): 
Е (2) = щш (а) ш (2) +... + (2) 4... 
y demostremos que 
F (2) = g (2). 
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Como la serie (6) es mayorante, entonces, en virtud del teorema 
anterior, tenemos: 


ҮР еш d+ 1ш аг 4 + piewe ай 


а 
Efectuando la integración en el segundo miembro, obtenemos: 


| F (т) dx = [и (2) — u, (®)] + [uz (2) — uz (0)] +... 


+ lun (2) — un (9)] + .. 
Pero, según la condición, 
s (z) = ш (2) + uz (2) +... + ищ, HE 
s(a) = ш (a) + и» (a) + + Un (a) 4 
cualesquiera que sean los números т y aen el segmento 1а, b]. Рог eso 


\ў F (1) dr =s (x) — s (a). 
a 
Derivando respecto a z ambos miembros de la última igualdad 


obtenemos: 
F (2) = 5 (2). 


De este modo, hemos demostrado que, satisfechas las condiciones 
del teorema, la derivada de la suma de una serie es igual a la suma 
de las derivadas de los términos de la serie. 


Observación 2. Es muy importante que la serie de derivadas sea 
mayorante; en el caso contrario puede pasar a ser imposible 
la derivación, término a término, de la serie. Para confirmarlo, 
citemos un ejemplo de la serie mayorante que no permite la deri- 
vación, término a término. 

Examinemos la serie 


sentíz , sen2ir  sen3iz senntr 
ре ы + 


Esta serie converge hacia una función continua, puesto que es mayo- 
rante. Efectivamente, para cualquier z, sus términos son menores, 
en valores absolutos, que los términos positivos de la serie numérica 
convergente: 


iyt FRE ds Е 


Escribamos una serie formada de las derivadas de los términos de la 
serie inicial: 

соз z + 2° соз 2x4... + п? соз пх +.. 
Esta serie diverge. Así, por ejemplo, cuando = = 0, ésta se convierte 
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en la serie 
ї+2+@2-+... e O 
(Se puede demostrar que esta serie diverge no sólo cuando z = 0). 


$ 13. SERIES DE POTENCIAS. 
INTERVALO DE CONVERGENCIA 


Definición 1. Se llama serie de potencia a una serie de funciones 

de la forma 

а + ах аз? 4... 4 аһ"... a) 
donde д0, а, az, ..., Gn, ... SON números constantes llamados 
coeficientes de la serie. 

El dominio de convergencia de una serie de potencias siempre 
es cierto intervalo que puede, en particular, reducirse a un punto. 
Para cerciorarse de esto, demostremos, primero, el teorema siguiente, 
muy importante para toda la teoría de las series de potencias. 


Teorema 1. (Teorema de Abel). 1) Si una serie de polencias con- 
verge, para un cierto valor de xy no igual a сего, entonces ésta converge 
absolutamente para todo valor de z, para el cual 


Га |< izol; 


2) si la serie diverge para cierto valor de хт, entonces ésta diverge para 
todo valor x, para el cual 


ВЕЕ: 
Demostración. 1) Puesto que, según la hipótesis, la serie numérica 
PE 4... (1) 


converge, su término general a, — 0, cuando п —> оо; pero esto 

significa que existe un número positivo M tal, que todos los tér- 

minos de la serie sean menorés, en valor absoluto, que M. 
Escribamos la serie (1) en la forma: 


А А 
a+ (2) + (2) +... Фал; (2) + 
Zo za Za 


(ía) 
y analicemos la serie de los valores absolutos de sus términos: 


paa 


[alt laol E] + Е 
ЕЯ | zo 


+... (2) 


у а | 


£ 
To 
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Los términos de esta serie son menores que los términos corres- 
pondientes de la serie 


м+м e 
Fa 


+24 e sarja] а (3) 
» ай 


Cuando |z |< | а, |, la última serie es una progresión geométrica 


con razón 


š "ЖР 
Al < 1, y, por consiguiente, ella converge. Puesto que 
0 


los términos de la serie (2) son menores que los términos correspon- 
dientes de la serie (3), la serie (2) también converge, pero esto signi- 
fica que la serie (fa) ó (1) converge absolutamente, 

2) Ahora no es difícil demostrar la segunda parte del teorema: 
supongamos que la serie (1) diverge en cierto punto z, Entonces 
esta serio divergerá también en todo punto z que satisfaga a la con- 
dición |x| > | z4 |. En efecto, si la serie converge en un cierto 
punto х que satisface a esta condición, entonces, en virtud de la 
primera parte del teorema recién demostrado, debería converger 
también en el punto л, puesto que | х, | < |x |. Pero esto con- 
tradice а la hipótesis de que la serie diverge en el punto z, Por 
consiguiente, la seric diverge también en el punto т. De este modo, 
el teorema queda demostrado por completo. 

El teorema de Abel permite juzgar sobre la disposición de los 
puntos de convergencia y divergencia de una serie de potencias, 
En efecto, si zo es un punto de convergencia, entonces todos los 
puntos del intervalo (— | zo |, | zo |) son los puntos de convergencia 
absoluta. Si z, es un punto de divergencia, entonces toda la semi- 
rrecta infinita a la derecha del punto | 2; |, y toda la semirrecta 
a la izquierda del punto — | 2; | son compuestas de puntos de di- 
vergencia. 

Esto permite concluir que existe un número R tal, que, para 
12 |< R, tenemos los puntos de convergencia absoluta y, para 
{т |2 А, los puntos de divergencia. 

De este modo, existe un teorema siguiente sobre la estructura 
del dominio de convergencia de una serie de potencias: 


Teorema 2. El dominio de convergencia de una serie de potencias 
es un intervalo con centro en el origen de las coordenadas, 


Definición 2. Un intervalo desde —R hasta +R tal que, 
para todo punto т, comprendido dentro de los límites de este inter- 
valo, la serie converge absolutamente, y para los puntos z que se 
encuentran fuera del mismo. la serie diverge, se llama intervalo 
de convergencia de una serie de potencias (fig. 349). El número R 
se llama radio de convergencia de la serie de potencias. 
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En los extremos del intervalo (es decir, en los puntos z = R y 

= — В) la cuestión de la convergencia o divergencia de cada serie 
concreta dada se resuelve individualmente. 

Notemos que en algunas series el intervalo de convergencia se 

reduce a un punto (R = 0), y en otras, abarca todo el eje Oz (А = оо). 


Serie converge 


Serie diverge Serie diverge 
Fig. 349 


Indiquemos el modo de determinación del radio de convergencia 
de una serie de potencias. 
Sea una serie 


а + art ал? +... 4 алх"... aí) 


Examinemos la serie formada de los valores absolutos de sus 
términos: 


[а |+ а = lalz? + lasle 


я-а... аа ә ... (0 
Para determinar la convergencia de esta última serie (con tér- 
minos positivos) apliquemos el criterio de d'Alembert. 
Supongamos que existe el límite: 
al 
л 


apt 


Unti ал+ 


а 


lím = lím 
пее Un n>% 


ļz|= Lļz]. 


lím 


Entonces, según el criterio de d'Alembert, la serie (4) converge, 
cuando L|x|<1, es decir, si 121 4, y diverge, cuando L|x|>1, 
es decir, si la ><. 

Por consiguiente, la 08 (1) converge absolutamente рага 
121< 4. Pero, si |т|>-+-‚, entonces lim M =|2]L>1 y la 
serie (4) diverge, mientras su término general no tiende a cero*). 


En este caso el término general de la serie de potencias dada (1) tam- 
poco tiende a cero y esto significa, en virtud del criterio necesario 


*) Acordemos que, al demostrar el criterio de d'Alembert (véase el $ 4), 
hemos revelado que si lim зна, entonces el término general de la serie 
crece y, por consiguiente, no Monde а сего. 

19—536 
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de convergencia, que esta serie de potencias diverge (cuando 
1 
1212): 
De lo expuesto anteriormente se deduce que el intervalo 
(—- +) es el intervalo de convergencia de la serie de poten- 
cias (1), es decir, 


Qnis 


De manera semejante, para determinar el intervalo de conver- 
gencia se puede aplicar el criterio de Cauchy, entonces: 


lim Y 


Ejemplo 1. Determinar el intervalo do convergencia de la sorio: 
2 214- A 
Solución. Aplicando directamente el criterio de d'Alembort, obtenemos: 
ит 


бе 
|ы 
на 


E 
Por consiguiente, la serie converge para |z| <1 y diverge para | 2 | > 
> 1. El estudio de la serie en los extremos del intervalo (—1, 1) mediante el 
criterio de d'Alembert es imposible. slo embargo, so puede ver directamente 
que la serio diverge, cuando z = —1 y z= 1. 
Ejemplo 2. Determinar el intervalo de convergencia de la serie: 


> шәр eat 
1 


Solución. Aplicamos el җы de d'Alembert 
(йн 

ГЕЗ 

а 


= lim 
пз 


lím 
no 


En 
La serio аж cuando | 22| < 1, es decir, si |z| < + la serio con- 


vergo, cuando et: la serie diverge, cuando z= -4 


Ejemplo 3. Determinar el intervalo de convergencia de la serie 
РЕЗЕ Е. A E 
УЗ CS 
Solución. Aplicando el criterio de d'Alembert, obtenemos: 


ata! 


ғ 
SEFI- Ша |е |04 


Unts 


lím = ua 


поо 
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Como el límite no depende de z y es menor que la unidad, la serie converge 
para todos los valores de z. 


Ejemplo 4. La serie i-z- (24 (BH... + (па)... 


diverge para todos los valores de z, excepto ғ = O, pucslo que (naJ"=> co 
cuando n —> со, cualquiera que sea el valor de z, diferente de cero. 


Teorema 3. Una serie de potencias 


а+ аа а? Hast .. @ 
es mayorante en todo el segmento [—p, pl integramente dispuesto en 
el interior del intervalo de convergencia. 


Intervalo de convergencia 


-# 79 R 
Intervalo de mayoramiento 
Fig. 350 


Demostración. Según la hipótesis, p < R (fig. 350), por eso la 
serie numérica (con términos positivos) 
|а| -- 1а [озь ljal? Га [о" 
converge. Pero cuando | х | < р, los términos de la serie (1) no 
son mayores, en valor absoluto, que los términos correspondientes 
de la serie (5). Por consiguiente, la serie (1) es mayorante en el 
segmento [—p, p]. 


2, А 
SR а 0 В R 
Fig. 351 


Corolario 1. La suma de una serie de potencias es una función 
continua en todo segmento integramente dispuesto en el interior 
del intervalo de convergencia. Efectivamente, la serie es mayorante 
en este segmento y sus términos son las funciones continuas de z. 
Por consiguiente, en virtud del teorema 1, $ 11, la suma de esta 
serie es una función continua. 


Corolario 2. Si los límites de integración a, В se encuentran 
en el interior del intervalo de convergencia de una serie de potencias, 
la integral de la suma de la serie es igual a la suma de las integrales 
de los términos de la serie, puesto que el dominio de integración 
se le puede encerrar dentro del segmento [—p, р] donde la serie 
es mayorante (fig. 351) (véase el teorema 2, $ 12 sobre la posibilidad 
de integración, término a término, de la serie mayorante). 


19° 
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$ 14. DERIVACION DE LAS SERIES DE POTENCIAS 


Teorema 1. Si la serie de potencias 


5 (т) == а, + аул + at H аз? 4- aa H 4 алл". (0) 
tiene un intervalo de convergencia (— Е, В), entonces A serie 
p (2) = a, + 2asr + Заза? + ¿a a o, (2) 


obtenida por la derivación término a término de la serie (1) tiene el 
mismo intervalo de convergencia (—R, R); siendo q (z) = $ (2), 
cuando | х | < R, es decir, ‘dentro del intervalo de convergencia la 
derivada de la suma de la serie de potencias (1) es igual a la suma de la 
serie obtenida por la derivación término a término de la serie (1). 


Demostración. Demostremos que la serie (2) es mayorante en 
todo segmento [—p, pl íntegramente dispuesto en el interior del 
intervalo de convergencia. 


0 $ tk х 


Fig. 352 
Tomemos un punto E tal que р < < R (fig. 352). En este 
punto la serie (1) converge, por consiguiente, lim a, $" = 0, y por eso, 
se puede indicar un número constante M al, que 
Га," |< м (= 1, 2, ...). 
Si, |z | < p, entonces: 


|nanz"' |< |nanp""] 


donde 


мш <a, 


De este modo, cuando | = | <р, los términos de la serie (2), 
en valor absoluto, son menores que los términos de la serie numérica 
positiva con términos constantes 


OS 


Pero, como muestra el uso del criterio de d'Alembert, la última 
serie converge: 
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Por consiguiente, la serie (2) es mayorante en el segmento [—p, pl, 
y, en virtud del teorema 2, $ 12, su suma es la derivada de la suma 
de la serie dada en el segmento [—p, р], es decir, 

Ф (2) = $ (2). 

Como todo punto interior del intervalo (—R, R) se puede incluir 
en cierto segmento [—p, р], de ahí se deduce que la serie (2) con- 
verge en cualquier punto interior del intervalo (—R, R). 

Demostremos que la serie (2) fuera del intervalo (—R, R), di- 
verge. Supongamos que la serie (2) converge рага =; > R. Integrán- 
dola término a término en el intervalo (0, =з), donde R < zz < =, 
obtenemos la serie (1) que converge en el punto zz, pero esto con- 
tradice a las condiciones del teorema. De este modo, el intervalo 
(—R, R) ез el intervalo de convergencia de la serie (2). El teorema 
es plenamente demostrado. 

Se puede de nuevo derivar la serie (2) término a término y con- 
tinuarlo tantas veces cuanto se quiera. De este modo, obtenemos 
la deducción: 


Teorema 2. Si una serie de potencias converge en intervalo (—R, R), 
su suma representa una función que tiene en el interior del intervalo 
de convergencia las derivadas de cualquier orden, cada una de las cuales 
es la suma de la serie obtenida por derivación de término a término 
de la serie dada unas veces correspondientes; en este caso el intervalo 
de convergencia de cada serie obtenida por derivación, es el mismo 
intervalo (—R, R). 


$ 15. SERIES DE POTENCIAS DE æ — a 
Una serie de funciones de la forma 


а а‹(&—а) + а, (2—0)... hala. (1) 

se llama serie de potencias. 
Aquí las constantes ao, as, ..., а,, ... зе llaman también los 
coeficientes de la serie, Esta serie está dispuesta según las potencias 
crecientes del binomio z — a. 

Cuando a = 0, obtenemos una serie de potencias де т que ез, 
por consiguiente, un caso particular de la serie (1). 

Para determinar el dominio de convergencia de la serie (1), 
sustituyamos en ésta la variable 


т—а=Х. 
Después de la sustitución la serie (1) tuma el aspecto 
а + аХ + ох 4 ... AX cos (2) 


es decir, hemos obtenido la serie de potencias de X. 
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Sea — R < X < R el intervalo de convergencia de la serie (2) 
(fig. 353, а). De ahí se deduce que la serie (1) convergerá para los 
valores de = que satisfagan a la desigualdad — R < r — a < R, 
o bien а — В < т< а -+ R. Puesto que la serie (2) diverge para 


ROR х 
о) ==> 
а-Ё ———а+Ё х 012 Xx 
A + 22 
Fig. 353 Fig. 354 


Х| А, entonces la serie (1) divergerá para |z— a | >> А, 
es decir, divergerá fuera del intervalo a—R<zu<a+R 
(fig. 353, В). 

Por consiguiente, el intervalo de convergencia de la serie (1) 
es el intervalo (a — R, a + В) con centro en el punto a. Todas las 
propiedades de la serie de potencias de z en el interior del intervalo 
de convergencia (—R, +R) se conservan completamente para una 
serie de potencias de х — а en el interior del intervalo de conver- 
gencia (а — R, a + R). Así, рог ejemplo, efectuada la integración 
término a término de la serie de potencias (1), si los límites de in- 
tegración se hallan en el interior del intervalo de convergencia 
(a — R, a + R), obtenemos una serie cuya suma es igual а la 
integral correspondiente de la suma de la serie dada (1). Durante 
la derivación, término a' término, de la serie de potencias (1), para 
todos los valores de т que se hallan en el interior del intervalo de 
convergencia (а — R, а + R), obtenemos una serie cuya suma 
es igual a la derivada de la suma de la serie dada (1). 


Ejemplo. Hallar el dominio de convergencia de la serie 
(@ —2)- le Y (а A (@—2у%+... 
Solución. Poniendo z — 2 = X, obtenemos la serie 
A A "+... 


Esta sorie converge para —1 < X <-+1, Рог consig 
verge para todos los valores de z, para los cuales — 
cuando 1 <z<3 (fig. 354). 


nte, la serie dada con- 
<z —2 < 1, es decir, 


$ 16. SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN 


En el $ 6 del capítulo IV (tomo I) mostramos que para una fun- 
ción f (z) que tiene todas las derivadas hasta (n + 1)-ésimo orden 
inclusive, en la vecindad del punto z = a (es decir, en cierto inter- 
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valo que contiene el punto х = а) es válida la fórmula de Taylor: 


z—a 


1@ = Қа) + (а + 


= — 
1-2 


donde así llamado término complementario R, (т) se calcula según 
la fórmula 


$ 


rar КЕ), 0 


п+ї 
EOI pra көр 0<0<1. 

(п + 1)! 

Si la función f (z) tiene las derivadas de todos los órdenes en la 
vecindad del punto z — а, entonces podemos tomar п arbitraria- 
mente grande en la fórmula de Taylor. Supongamos que en la 
vecindad considerada el término complementario R, tiende a cero, 
cuando n —> оо: 


n 


lim А, (2) =0. 
Entonces. pasando en la fórmula (1) al límite, cuando n —> оо, 
obtenemos a la derecha una serie infinita que se llama serie de Taylor: 


109 == / (a) + Eras 245 +r Pat... @ 


La última igualdad se verifica sólo en el caso, si А, (z) > 0, cuando 
n— оо. En este caso la serie de segundo miembro converge y su 
suma es igual a la función dada f (z). Demostremos que esto es 
efectivamente así: 

f (2) = Pa (2) + Ra (2), 
donde 


E 


р.) 10 + = +... EGO. 


Puesto que, según la condición, lím R, (z) = 0, entonces: 


fía) = lim P (2). 


Pero P, (2) es n-ésima suma parcial de la serie (2); su límite es igual 
a la suma de la serie del segundo miembro de la igualdad (2). Por 
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consiguiente, la igualdad (2) es válida: 


_ р 
па = Ero 0 ау... 


AE барр... 
ni 


De lo expuesto se deduce que la serie de Taylor representa la 
función dada f (z) sólo cuando lím R, (z) = 0. Si lím Ё, (z) +0, 
la serie no representa la función dada, aunque puede converger 
(hacia otra función). 

Si en la serie de Taylor ponemos a = 0, obtenemos un caso 
particular de ésta, que se llama serie de Maclaurin: 


2 n 
LO O +E OH r O+ o EPO 09) 

Si escribimos formalmente la serie de Taylor de una función, 
entonces, para demostrar que la serie escrita efectivamente repre- 
senta la función dada, es preciso demostrar que el término comple- 
mentario tiende a cero, o convencerse, de una u otra manera, de que 
la serie escrita converge hacia la función dada. 

Notemos que para cada una de las funciones elementales deter- 
minadas en § 8, capítulo 1 (tomo I) existen a y R tales que en el 
intervalo (a — R, a + R) ésta se desarrolla en la serie de Taylor, 
o (si a = 0) de Maclaurin. 


$ 17. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES 


1. Desarrollo de la función f (z) = sen теп la serie de Maclaurin. 
En $ 7, capítulo IV (tomo I) hemos obtenido la fórmula 
Pia аа 
ake g Ron (2). 
senz=x э Ты + += Bayt 2n (2). 
Como hemos demostrado que lím Rə, (х) = 0, entonces, en 
п 


virtud de lo expuesto en el párrafo anterior, obtenemos el desarrollo 
de sen z en la serie de Maclaurin: 
2, “_*з 
senz=x к... ge 
iS e асай 
Puesto que el término complementario tiende a cero para cual- 
quier т, la serie dada converge y tiene por suma la función de sen z 
para cualquier хт. 


+... @ 
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En la fig. 355 se representan las gráficas de la función sen y 
y de las primeras tres sumas parciales de la serie (1). 

Esta serie se emplea para calcular los valores de sen z para 
diferentes valores de z. 


\ 

\ 
\ 
\ 


/ i 
ау 
¿o 


EA 


Fig. 355 


Calculemos, por ejemplo, sen 10° con precisión de hasta 107*. Puesto 
que 10° = 5 = 0,174533, entonces: 
Е. з (ау 4(8)-4(5) 
ento) +5 (5) -ala + 


Limitemos con los dos primeros términos y obtenemos la siguiente 
igualdad aproximada: 


la): 
1818 6118)” 
el error cometido б es menor, en valor absoluto, que el primero de los 
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términos suprimidos, es decir, 


1 (z7 1 Р, тн 
¿<= (E) <—(0,2<4-10%, 
<a Us) ЭО < 


А * л A 
Si calculamos cada sumando en la expresión de sen 18 on seis 


cifras decimales, obtenemos: sen fg = 0,173647. 
Se puede garantizar que las primeras cuatro cifras son exactas. 
2. Desarrollo de la función f(x)=e* en la serie de 
Maclaurin. 
En virtud del § 7, capítulo IV (tomo 1), tenemos 


K 2 2 т^, 
е pr gt + Eo. (2) 


ni 


puesto que hemos demostrado que lím R, (z) = J para cualquier 


т. Por consiguiente, la serie converge para todo.. los valores de z 
y representa la función е“. 
3. Desarrollo de la función fx=cosx en la serie de 
Maclaurin. 
En virtud del $ 7, capítulo IV (tomo 1), tenemos: 
^ * 


El E 

= =+ 0..4 3) 
2 Ы A 6 E ‹ 
para todos los valores de т la serie converge y representa la función 
соз 2. 


cosz= 


$ 18. FORMULA DE EULER 


Hasta ahora hemos considerado solamente las series con tér- 
minos reales, sin tocar las series con términos complejos. Sin expo- 
ner la teoría completa de las series con términos complejos que sale 
fuera de los límites de la obra presente, examinemos sólo un ejemplo 
importante de este campo. 

*En el capítulo VII (tomo 1) hemos determinado la función “++ 
por la igualdad 


е = е^ (cos y + ¿sen y). 
Para z = 0, obtenemos la fórmula de Euler: 
ell = соз y + ¿sen y. 
Si definimos la función exponencial е" con exponente imaginario 
mediante la fórmula (2) $ 17, que representa la función e* en forma 
de la serie de potencias, obtenemos la misma igualdad de Euler. En 
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efecto, determinemos еї, sustituyendo en la igualdad (2) $ 17 z por 
la expresión iy: 


2 ил? n 
e14 т $ i sE cn ңыз БАЙ a 

Ц пі 
Tomando en consideración que # = — 1, P = — i, t = 1, 15 = і, 


$ = — 1, etc., transformemos la fórmula (1) del modo siguiente: 
В 2 з а 5 
iv iy _у Y И iy 
e 4 —... 
ш 1! 2 2 + 4 E 5! 
Separando en esta serie las partes real e imaginaria, hallamos: 


* А 
w yyy -) (2 zE А ) 
е 1 == +i ...). 
( 21 T 4! 11 3 т 
Las expresiones entre los paréntesis son las series de potencias cuyas 
sumas son iguales, respectivamente, a cos y y sen y (véase las fór- 
mulas (3) y (1) del pen anterior). Por consiguiente, 
Y =cos y + ¿sen y, 
De este modo, hemos legado de nuevo a la fórmula de Evler. 


$ 19. SERIE BINOMIAL 
1. Desarrollemos en la serie de Maclaurin la función 


1@ = 01+ 2)", 
doude т es un número constante arbitrario. 

Aquí la evaluación del término complementario representa cier- 
tas dificultades, por eso, para desarrollar la función dada, proce- 
demos de un modo algo diferente. 

Notemos que la función f (z) — (1 + 2)” satisface a la ecuación 


diferencial 
(1 + 2) f (x) = ту (2) 4) 


10) = 1, 
hallemos una serie de potencias, soya suma s (х) satisface а la ecua- 
ción (1) y a la condición s (0) = 
з(2) = 14 аш — аз? 4. 
Poniéndola en la ecuación (1), tenemos: 
(1+ 2) (а, + 205 4 Заз? + ... na.) = 
= т(1 Hazp ah n ала" a 


+) Hemos aceptado que el término absoluto es igual а la unidad en virtud 
de la condición inicial s (0) = 1. 


y a la condición 


a 


Hanz" +. 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de т en ambos 
miembros de la igualdad, hallamos: 

а == т; а, -- 2а = таз; ...; na, + (п + 1) anyi = та„;... 
De ahí obtenemos para los coeficientes de la serie las expresiones: 
a(m—1) т(т 4), 

2 8 


“=l; a=m; а= 


Ж (т — 2) т(т — 1) (т — 2), 
Е гаа 2.3 d 


_ m(m—1)...[m—n+1], 
a L2 sin ут 


Estos son los coeficientes binomiales. 
Sustituyéndolos en la fórmula (2), obtenemos: 


(3) 


Si m es un número positivo entero, entonces, a partir del tér- 
mino que contiene z™1, todos los coeficientes son iguales а cero, 
у la serie se convierte еп un polinomio. Si m es fraccionario о un 
número negativo entero, tenemos una serie infinita. 

Determinemos el radio de convergencia de la serie (3): 


тт 0). тпл 


Unts ni 
т (т — 4) n+ 2] yni 
(в — 1)! л 
lim | lin MD DA, 
neol un | n=]. m(m—1)...(m—n+2n1 
5 па 
no n 


De este modo, la serie (3) converge, cuando | х | < 1. 
En el intervalo (—1, 1) la serie (3) representa una función s (2) 
que satisface a la ecuación diferencial (1) y a la condición 
s(0) = 1. 
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Puesto que solamente la única función satisface a la ecuación 
diferencial (1) y a la condición inicial s (0) = 1, entonces, la suma 
de la serie (3) es idénticamente igual a la función (1 + =)", obte- 
nemos el desarrollo: 


—1 q 
AS) 
1.2 1.2.3 
En particular, para m = — 1, tenemos: 
do 
=1—+:#—4-+... 
ГЕТЕ + Ж @ 
Si m = 1/»›, será: 
т, 1 1 1.3 1.3.5. 
1 - А 2 “+... (6 
аы ыш ЫЫ rt Шш 
Cuando m.= — */, tenemos: 
1 41113 {+85 1-8-5.74_ © 
Vits 2 771 2-4.6 2.4.6.8 


2. Apliquemos el desarrollo del binomio para desarrollar otras 
funciones. Desarrollemos en la serie de Maclaurin la función 
(x) = arcsen z. 
Sustituyendo en Ја igualdad (6) z por la expresión —2°, obtenemos: 
4 4; a, т 55а 
тг Pr... 
Y trat +246 


Basándonos en el teorema sobre EA ¿integración de las series de 
potencias, obtenemos, рага |= | < 1 


de 137% 135% 
er ci сг чө 


1-8-5 
2.4.6 


(2 — 4) Pre 
-2n 2141 


+ 


Esta serie converge en el intervalo (—1, 1). Podemos demostrar 
que la serie converge también cuando z = + 1 y que la suma de la 
serie correspondiente a estos valores también es igual a arcsen z. 
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Entonces, poniendo z = 1, obtenemos la fórmula para calcular л: 
11,131 1.3.5 1 

1 Я > * 
= з t24 51246 7 


л 
aresen 1 


++ 


$ 20. DESARROLLO DE LA FUNCION 1а (14-2) 
EN UNA SERIE DE POTENCIAS. 
CALCULO DE LOGARITMOS 


Integrando la igualdad (4) $ 19 en los límites desde 0 hasta т 
(рага |z|<1), tenemos: 


ó 

> ай 2" 
e == 00. @ 
3 EF +g ul (1) 


Esta igualdad es válida en el” intervalo (—1, 1). 
Si en la fórmula citada sustituyemos z por —z, obtenemos la 
serie 


бы 
ЕСЕ 


(2) 


que converge en el intervalo (—1, 1). 

Por medio de las series (1) y (2) podemos calcular los logaritmos 
de los números comprendidos entre el cero y dos. Indiquemos, sin 
demostración, que, para z = 1, el desarrollo (1) es también válido. 

Demos una fórmula para calcular los logaritmos naturales de 
los números enteros arbitrarios. 

Puesto que durante la sustracción lérmino a término de dos 
series convergentes obtenemos una serie convergente (véase $1, 
teorema 3), entonces sustrayendo término a término la igualdad (2) 
de la (1) hallamos: 


(+ bissa 2|=+ ©. z + ә]. 
1—х 3 5 


se Аке ny 
Pongamos además, rt TR 


до n>0, tenemos: 0<x<1, por eso 


1+ n+4 [ 1 1 1 | 
ue лы Ор йт атти Г 


‚ Para to- 


1 
; entonces: 2=2 7 
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de donde 


1 1 1 
| 2 
ына т .].0 


Cuando n = 1 obtenemos: 


Dad И 
2= — ЕЕ жаз, 
w [5+5 + ] 


Para calcular In 2 con el grado de precisión dado б, es preciso 
calcular la suma parcial s,, eligiendo un número p de sus términos 
de modo que la suma de los términos suprimidos (es decir, el error 
Rp cometido durante la sustitución de s por у) sea menor que el 
error admisible 6. Para eso evaluemos el error Ry: 


1 1 1 
Rp - «же» 
огап уната] 


Puesto que los números 2р + 3, 2р + 5, ... son mayores que 
2p + 1, entonces, sustituyóndolos рог 2p -+ 1, aumentamos cada 
fracción. Por eso 


1 1 1 
,<[ анг) 
aaa tapa 


2 1 1 1 
<a [tota]. 

La serie entre corchetes es una progresión geométrica de razón 1/9. 
Calculando la suma de esta progresión, hallamos: 

1 

2. e 1 

2р+1,_1 (PHD 

-7 


R< (4) 


Ahora, si queremos calcular In 2, por ejemplo, con precisión de hasta 
0,0000001, es preciso elegir р de modo que sea R, < 0,0000001. 
Esto se puede lograr, eligiendo p de modo que el segundo miembro 
de la desigualdad (4) sea menor que 0,0000001. Mediante la simple 
elección hallamos que es suficiente tomar р = 8. Pues, con la pre- 
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cisión de hasta 0,0000001 tenemos: 


фе Я 
In2=5=2 
Ка ++ 


1 1 
ал39 1-89 


1 
+ip+ + 


1 1 
—G + —5 | =0,6931471. 
+ 13.35 + sal ы 


La respuesta con siete cifras exactas es In 2 = 0,6931471. 
Poniendo en la fórmula (3) n = 2, tenemos: 


1 1 $ 

lIn3=ln2 '[ „|= 1098612, te. 
Шалы сыш 4 i 
De este modo, podemos obtener los logaritmos naturales para números 
enteros cualesquiera, 

Para obtener los logaritmos decimales de los números, es preciso 
usar (véase $ 8, capítulo 11, tomo I) la correlación: 

log N = M 1а N, 

donde M = 0,434294, Entonces, por ejemplo, obtenemos ln 2 = 
= 0,6931472, log 2 = 0,30103. 


$ 21. APLICACION DE LAS SERIES 
AL CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS 


En los capítulos X y XI (tomo I) hemos indicado que existen 
las integrales definidas las que, siendo funciones del límite superior, 
no se expresan en forma definitiva mediante las funciones elemen- 
tales. А veces tales integrales es cómodo calcularlas con ayuda de 
series. 

Examinemos aquí algunos ejemplos. 

1. Supongamos que es necesario calcular la integral 

а 
Ye" ат. 
а 
х2 


Aquí, la función primitiva de е-** по es una función elemental. 
Para calcular esta integral desarrollemos el integrando en una serie, 
aventurado en el desarrollo de e* (véase la fórmula (2), $ 17) т 
рог — 


e E.A ad 
sss 1) ... 
aa? ES 


Integrando ambos miembros de esta igualdad en los límites de 0 
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a a, obtenemos: 


РР z 2 а? ES ү a аз 
ý “(8 TIME ÓN ma? 


otma 


а? 
5 
Esta igualdad permite calcular la integral dada, para toda a, con 
cualquier grado de precisión. 
2. Calcular la integral 


v 
Desarrollemos el integrando en una serie: de la igualdad 


„а^ у 
зеп. 
obtenemos: 
а 
күөн 


esta última serie converge para todos los valores de =. Integrando 
término a término, obtenemos: 


7 


senz a 
аг AE EE -A а. E Ж... 
\ шаш ики 


о 
Es fácil calcular la suma de la serie соп cualquier grado de preci- 
sión para toda а. 
3. Calcular la integral elíptica. 
E 


і V1 — k sen? ọdọ (k<1). 


° 
Desarrollemos el integrando en una serie binomial, poniendo 


m = 1/2, z = — К sen? ф (véase la fórmula (5), $ 19): 
NA A 
Vi — k ser? ф = 1 q sento —-у-у К°зеп°ф 
iiba 
-77g Ф— 


Esta serie converge para todos los valores de ọ y permite la integra- 
ción término a término, puesto que es mayorante en todo intervalo. 


20-538 


Por eso 


А 
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зеп «р йр = — y k | sen рр — 
° 


і у 


в {арар 112 ДЕСЕ ЭРЕ 


226 
o o 
Las integrales del segundo miembro se calculan simplemente. 


д 
Para q = = tenemos: 


(véase $ 6, capítulo XI, tomo 1), y por consiguiente, 
V1 — k sen” фар = 
zji- (e (5) k qee ] 
2 2 2.4) 3 2.4-6/ 5 ` j 


§ 22. APLICACION DE LAS SERIES 
A LA INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES 


ssj 


Si la integración de una ecuación diferencial no se reduce a las 
cuadraturas, se puede recurrir a los métodos aproximados de inte- 
gración de la ecuación. Uno de estos métodos consiste en representar 
la solución de la ecuación en forma de la serie de Taylor; la suma 
de un número finito de términos de esta serie será aproximadamente 
igual a la solución particular buscada. 

Por ejemplo, sea necesario hallar la solución de una ecuación 
diferencial de segundo orden: 

y =F (z, y, у), (1) 
que satisface a las condiciones iniciales 


(х, = Yo, (ams = Ж. (2) 


Supongamos que la solución y = f (z) existe y puede ser repre- 
sentada en la forma de la serie de Taylor (no nos detendremos en 
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la cuestión en qué condiciones esto tiene lugar): 


2 
1010 
Tenemos que hallar f (zo), /' (zo), f" (20), ..., es decir, los 
valores de las derivadas de la solución particular para z = ту. Esto 
se puede hacer médiante la ecuación (1) y las condiciones (2). 
Efectivamente, de las condiciones (2) se deduce: 
Í (20) = Yo, Г) = и: 
de la ecuación (1) obtenemos: 
F (ду) = (07) хо = F (Zo, Yo, Yo): 
Derivando ambos miembros de la ecuación (1) respecto a r, 
tenemos: 
y” = Fa (z, у, у) Fpl, у, yy + Fla у, y) y” (4) 
y poniendo los valores z = ту en el segundo miembro, hallamos: 
F (2) = (07) 


Derivando la correlación (4) una vez más, hallamos: 
ГҮ (и) = (6?) 
Los valores hallados de las derivadas ponemos en la igualdad (3). 


Esta serie representa la solución de la ecuación dada para los valores 
de z para los cuales la serie converge. 


eto 


Ejemplo 1. Hallar la solución de la ecuación 
у" = — улі, 
que satisface а las condiciones iniciales 

(уко = 1, (И) о = 0. 


Solución. Tenemos: 


100) = ио 1 (о) 
De la ecuación dada hallamos (у), = f" (0)= 
y” = —0'22-- 224, И) о" 00) = 0, 
yY = — 2247 heyy, (ИУ), =—2 


y el general, derivando k veces ambos miembros де la ecuación según la fór- 
mula de Leibniz, hallamos ($ 22, capítulo 111, tomo 1): 


уа = — уй 222 yl 2 — k (k— 1) ya, 
Poniendo z=0, tenemos: 
2 —k (k—1) yb? 
о, poniendo k+2=n: 
= — (1—3) (0—2) 07-9, 
20% 
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De ahí: 
152, y= — 56 ИУ 1)? (1-2) (5-6), 
= — 9-10 = ( — 4)? (1-2) (5-6)(9-10), 
ué” (A) (1-2) (5-6)(9-10)... 100—3) (4k —2)]. 
Además, 


PO, 000-0, EDO, 


y =0, 019—0, 
цо, ит 


De este modo, Solamente las derivadas, cuyo orden es múltiple а 4, по se 


reducen a cero. 
Sustituyendo los valores hallados de las derivadas en la serie de Ma- 


claurin, obtenemos la solución de la ecuación 


у=1— и? ы (1-2) 0 (1-2) (5-6) (9-10)-+... 


Ak 
—1)* E (1-2) (5- Я i 
1) (ШӘ (1-2) (5-6)... [(4&—3)(4&—2)] + ... 
Mediante el criterio do d'Alembert se puede comprobar que esta serio con- 
verge para todos los valores de z; por eso, ella es la solución de la ecuación, 


Si la ecuación es lineal, es más cómodo buscar los coeficientes 
del desarrollo de una solución particular por el método de coefi- 
cientes indefinidos. Para eso «sustituimos» directamente la serie 


=u Hatt аа? +... 4а" +... 
en la ecuación diferencial e igualamos los coeficientes de iguales 
potencias de æ que se hallan en ambos miembros de la ecuación. 


Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
y =?гу' 4-4, 
les 


que satisface a las condiciones inici 
(Ло 0. 7) о. 
Solución. Ponemos 
y=09 + aye аза? hagi... Hant"... 
nes iniciales hallamos: 
а40=0, =i. 


Según las condi 


Por consiguiente, 


y=z-at4 a. 

+2a9x Заз? 
y =2а›+-3-2ау:--...-+-л(п—1) апа"... 

Sustituyendo las expresiones escritas еп la ecuación dada e igualando los 


coeficientes de iguales potencias de z, obtenemos: 
de donde a 
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4-30,=4a7-+ 402, de donde a¿=0; 


n(n—1) ал = (п—2) 2an-z+4an-z, de donde an= 


Por consiguiente, 


=p =т= 


o 

ы 
G 

aj 


a= 


an= =" 

Poniendo los coeficientes hallados, obtenemos la solución buscada: 
2, 25, 17 тїйїн 

ыйы Эш а ша йа 


La serio obtenida converge para todos los valores de г. 
Notemos que la solución particular hallada se puede expresar mediante 
las funciones elementales: sacando z fuera del paréntesis, obtenemos entro 


paréntesis el desarrollo de la función е^. Por consiguiente, 
a 
yoze”, 


$ 23. ECUACION DE BESSEL 
La ecuación diferencial de la forma 
aty" + zy + (20% — р?) у = 0 (р = const) (1) 


se Пата ecuación de Веззе1. 

Es conveniente buscar la solución de esta ecuación, igual que 
las soluciones de algunas otras ecuaciones con coeficientes variables, 
no en forma de una serie de potencias, sino en forma de un producto 
de cierta potencia de z por una serie de potencias: 


v=x Daz. (2 
к=о 
El coeficiente ay podemos considerar distinto de cero a causa 


de la indeterminación del exponente r. 
Escribamos la expresión (2) en la forma: 


у= У art 
K=0 


y hallemos sus derivadas: 


Ў rivas yo Dor tar, 
k=0 k=0 
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Pongamos estas expresiones en la ecuación (1): 


Ў В Ваа 
= 


+ = У (е4 №) ака! y (22 — р) 2 at = 0. 
Zo =, 


Igualando a cero los coeficientes de т en la potencia г, г + 1, 


r+2,...,r+k, obtenemos un sistema de ecuaciones: 
ir (r—1)+r—p?] a9=0 ó {г%— рэ) a9=0, 
ilr +1) 1 +(r41)—p?*] а =0 ó чи дао) 


WHD (0) 4072) — ра] аг -ао=0 6 r+ ра] е 


КОЧ) (r+k—1) + (24-6) — ра ах--ах-;=0 6 [07-4 ®)#—р?] аһ + ах; =0. 
Examinemos la última igualdad: 


[ir +K? —p*] ar + ar- = 0. (3) 
Podemos escribirla de modo siguiente: 


[(r + k — p) (r + k + p)] а, + ar-2= 0. 
Según la condición ау 0; por consiguiente, 
р = 0, 
рог eso т = р б г = — р. 
Consideremos primeramente la solución correspondiente а г, = 
=p>0. 
Del sistema de ecuaciones (3) se determinan sucesivamente todos 


los coeficientes ai, аз, ...; ао queda arbitrario. Ponemos, рог 
ejemplo, ay = 1. Entonces: 


аһ-2 E 
EQp +) 


Atribuyendo a k diferentes valores, hallemos: 


а= — 


a=0, a¿=0, en general, 2om+1= 0; 
1 . а 1 + 
2(2р+2' 2-4(2p + 2) (2p + 4)" 


| 

1 
(саун | 
amiat 2.4-6...2У(2р-+Е2)(2р + 4)... (2P +2) j 


а= 
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Introduciendo los coeficientes hallados en la fórmula (2), obtenemos. 
Ed 

=> 4 ——. 
и==т [ 20549) + 

4 

de 

+ z - +.. | (б) 

2.4(29 +2 (2р 4- 4)  2-4-6(2p + 2) (2p + 4) (2p + 6) 


Todos los coeficientes а„у se determinan, puesto que, para todo k, 
el coeficiente de a, en la ecuación (3) 


(ri + 0) — р? 


es distinto de сего. 
De este modo, y, œs una solución particular de la ecuación (1). 
Determinemos ahora en que condiciones, con la segunda raíz 
г» == — р, se determinan todos los coeficientes a,. Esto tiene lugar 
en el caso en que, para cualquier número k>0 entero у par 
se cumplen las desigualdades 


5 (г, + А) — р? 5 0 (6) 
ó 

Ta + k Ap. 
Pero, р = ri, por consiguiente, 

Ta + k Ær. 


De este modo, en el caso dado la condición (6) es equivalente 
a la siguiente: 


nrn Ak, 
donde k es un número par positivo entero. Pero, 
Tm =p, га = — р, 
рог consiguiente, 
ri — г» = 2р. 


Por tanto, si р по es igual a un número entero, se puede escribir 
la segunda solución particular que se obtiene de la expresión (5) 
sustituyendo p por — 


-p 22 a 
n=r”|i— т =+ - = 
20— 2р4 0)  2-4(—2p +2 (—2p + 4) 


J 
MOTE =) 6 


Las series de potencias (5) y (5') convergen para todos los valores 
de z. lo que es fácil determinar, aplicando el criterio de d'Alembert 
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También es evidente, que y, e yz son linealmente independientes *). 

La solución y, multiplicada por cierto factor constante, se 
llama función de Bessel de primera especie de orden p, y se designa 
рог el símbolo Jp. La solución у» se designa por el símbolo J ~p. 

De este modo, para p no igual a un número entero, la solución 
general de la ecuación (1) tiene la forma 

у = Cp + Cod op. 
Así, por ejemplo, para p = 1/2 la serie (5) se escribe así: 
П 2 А s 
o e 
З 2.4.3.5 2.4.6.3.5.7 


2]. 


Esta solución multiplicada por el factor constante у E so Hama 
función de Bessel J 1; notemos que la expresión entre paréntesis 


Vz ыт 


es la serie cuya suma es igual а зеп х. Por consiguiente, 


л(@= И 
i az 


Igualmente, aplicando la fórmula (5'), obtenemos: 


2 
—cos r. 
az 


La integral general de la ecuación (1) para p = 1/2, es: 
у= СЛ, (т) + Сы] а (r). 
2 2 
Sea, ahora, р un número entero que designemos рог п (п > 0). 


La solución (5) en este caso tiene razón y es la primera solución 
particular de la ecuación (1). 


*) La independencia lineal de las funciones se comprueba de modo siguiente. 
Examinemos la correlación 


ў а z 
йз orm ®С=2Р+® AAC O 
Yi 1 1 Е 4 


A. DR 

2(2p+2) ' 2-4(2p+2)(2p+4) `` 
Esta correlación no es constante puesto que, cuando z — ©, ésta tiende al 
infinito. Por consiguiente, las funciones y, e yz son linealmente independientes. 
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Pero, la solución (5”) no tiene razón, puesto que uno de los fac- 
tores del denominador en el desarrollo se anula. 
Para p = nentero positivo, la función de Bessel J, se deter- 


mina por la serie (5) multiplicada por el factor constante ка (y 
cuando п = 0, multiplicado por 1): 
а [ 2 ай 
J, 1 == 
A l mny nAn 
E у ы „шир. аў 
2.4.6 (2n + 2) (2л + 4) (2л + 6) 
6 


Е быу ga 
20 a * m 


у 
Se puede mostrar que en este caso es preciso buscar la segunda 
solución particular en la forma 


Kn(a)=J,(2)In24 2” 5 baa. 
h=0 


Poniendo esta expresión en la ecuación (1), determinamos los 
coeficientes ba. 

La función K, (z), con los coeficientes determinados de este 
modo, multiplicada por cierto factor constante, se llama función 
de Bessel de segunda especie de orden п. 

Esta es la segunda solución de la ecuación (1) que, junto con 
la primera, forma un sistema linealmente independiente. 

La integral general toma la forma 


y = С» (2) + СК, (2). (8) 
Notemos que 
lím К, (2) = оо. 
° 


Por consiguiente, si queremos examinar las soluciones finitas 
рага х = 0, entonces, debemos poner Сз = 0 еп la fórmula (8). 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación de Bessel para p=0 
TE ar 
+7190, 
que satisface а las condiciones iniciales: para z=0 
0=2, y=0 
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Solución. Basándonos en la fórmula (7), hallamos una solución particular: 


1 a + 


Aplicando esta solución, podemos escribir la solución que satisface a las 
condiciones iniciales dadas, es decir: 


у= 270 (2). 


Observación. Si debemos hallar la integral general de la ecuación dada, 
tenemos que buscar la segunda solución particulac en la forma 


Ко (к) = Јо Y bart, 
ко 


Sin citar todos los cálculos, indiquemos que la segunda solución parti- 
cular que designemos por Ko (z), tiene la forma: 


-q (4) (2) + 
tor A 5) 


Esta función, multiplicada por cierto factor constante, se llama función 
de Bessel de segunda especie de orden cero. 


Ko(=)=J0(2) Inz- 


Ejercicios para el capítulo XVI 


Escribir unos cuantos primeros términos de la serie según el término 
general dado: 


2 n 
ГОРЕ A Ж йл = e Y “= УЧ Un. 
1 yngi. 


Estudiar la convergencia de las siguientes series: 
1 2 3 


1 
жи mH Respuesta: Converge. 7. тт 
Respuesta: Diverge. 8. AA 


O 
(кїч) H- Respuesta: 
Converge. 11. Respuesta: Diverge. 


1 
12. 7 + 


Estudiar la convergencia de las series con términos generales dados: 


. Respuesta: Converge. 


1 n 
13. m=i. Hespuesta: Converge. 1%. un ==> Respuesta: Diverge. 
i 
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15. un = -2—— . Respuesta: Divergo. 16. un= . Respuesta: Diverge. 17. 


5n rE О. 
марра: Respuesta: Converge. 18. > Respuesta: Divergo. 
19. Demostrar la desigualdad 
A >т н> +++. 
20. ¿Es йй o no el teorema de sata а Є. serie 
раг 1 а % 
Vi-1 утул Amt + 1 Pap 


Respuesta. No es aplicable, puesto que los términos de la serie no decrecen 
monótonamente en valor absoluto. La serie diverge. 
Cuántos primeros términos hay g tomar en las series siguientes р; 
que su suma difiera т más que en 1/1! la suma de la serie лиро: 
fi 
arar + 4. +(— 1909 


1 +... Respuesta: n=20. 22. +- 


E Ара ана Respuesta: п = 10%. 23. + 


БС rir H Respuesta: m=40%, 24. + 
1 


Respuesta: п=10. 


ЧЕ} ++ +. 
ОА cuáles de ias series siguientes convergen absolutamente: 


1 CO 1 
25. rt rre 0 ae He Respuesta: Con- 


1 2 3 dE 1 
vergo absolutamente. 26. Torate mi cynt. 


r+ 


Respuesta: Converge absolutamente. 27. +7 tt tx 


1 2" 
-tya y+ 


+. (194 ... Respuesta: Converge condicionalmente. 
Va 


хт Respuesta: Converge condicionalmente. 28. 


Hallar la suma de la serie: 


1 


1 1 Н А = 
29. тауар H + papa a tr: 00Р: 1/4, Para que valo 


2 А 
гез de z convergen las series: 30. 145+ + Жан Respuesta: 


—2<1<2 31. A HA - Respuesta: 


LiKE KA. 32. IR IP Mespuesta: |т|< +. 


0 00022 
зз. а 1002 y o. 


Respuesta: —00< = < оо. 
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. Respuesta: —co<x< co. 35. 


34. sen 42500 5-4 sen +... +2 sen 
"Дк, Respuesta: —1<х@<1. 36. z+ 


nt 
Boang... Respuesta: —со <= < оо. 37. 2+ 
ачр... Respuesta: —e < = < е. 38. а 


amp... Respuesta: —А< а < 4. 39, Hallar la 
suma de Ја serie 24-2225... пач... (|2 1). 
Indicación. Escribir la serie en la forma 
z |-х%--х3--х%-+- 
EA 
na 


z 
Respuesta: (pp > 


_ Determinar cuáles de las series siguientes son mayorantes en los segmentos 
indicados; 


. (0<x<1). Respuesta; Mayoranto, 41. 1-- 


usó bo а (021). Respuesta: No mayoranto, 42. 
soz + seniz dp RE... 0,27], Respuesta: Muyoranțe. 


Desarrollo de las funciones en series 


1 
49, Desarrollar урт 


de convergencia. Respuesta: Converge рага —10 < z < о. y ранае сов æ 


según las potencias de z y determinar el intervalo 


según las potencias de (=-3) . Respuesta: —- 


ГА sal жеш) m 
y, 1 үе Ее 
х (#-%) + (z ) +... 45. Desarrollar e~" según las potencias 


а y 
de z. Respuesta: 1 — х-}-Ж— — Z+... 46. Desarrollar ех según las poten- 
21 31 


cias de (2—2). Respuesta: e2+e2(2—2) +37 e E s A 


Desarrollar =3— 222 5z—7 según las potencias de (7—1). Respuesta: — 
+4 (2—1) 4(2—1)4 (249 

48. Desarrollar el polinomio =10-- 3з? — 628 -- 3x1 + 673 — z — 2 
en la serio de Taylor según las potencias de z — 1; convencerse de que este 
polinomio tiene el número 1 como raíz triple. Respuesta: 
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$ (2) =81 (= —4)2 + 270 (z — 1) + 342 (z — 1)5 + 330 (z — 1)0 + 186 (z — 1)? + 
+03 (2 —4)84-12 (2—4)9 + (2—1)10, 
49. Desarrollar cos (24-а) según las potencias de z. Respuesta: 
2 


cosa—zsena— 7 cos a+ 27 sona + Eh cos a — 
50. Desarrollar In т según las potencias de (z—1). Respuesta: 
C E ET E E 
51. Desarrollar ех en la serie según las potencias de (z-4-2). Respuesta: 
[у E42" 
e a[i + > E» Я 
wmi 
52. Desarrollar cos? z en la serie según las potencias de (3) ¡ Respuesta: 
= а (а) 
LN HeD з 
2 (п —1)1 б 


. nmi 


53. Desarrollar -f> еп la serio según las potencias de (24-1). Respuesta: 


Y Min (z241) (—2<<0). 
n=0 


54. Desarrollar tg = en la serie según las potencias de (=-3) . Respuesta: 


142 (=-3) +2 (=—3)'+... 


Escribir los primeros cuatro términos del desarrollo en la serie según las 
potencias de z de las funciones: 


з a 
55. (ра. : Respuesta: stiti Ahe 56. eF, Respuesta; 


ла ма aize SENA Р 22 21 

е ( ОКИ | 57. e = Respuesta: 14124 4 E 
724 724 

-Ite 58. Inde. Respuesta: + 


z4 


2 
59. 000%, Respuesta: 1x4 — 60. (1--2)*. Respuesta: 1--22— 


2,5 „445, 5 
=g tg 61. аст. Respuesta: 1424-e... 60. In cos z. 
Respuesta; —5-—-®-—-Е——... 63. Desarrollar sen kz según las potencias- 


5 7 
dea Жерш AS . 64. Desarrollar sentz 
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según las potencias de z y determinar el intervalo de convergencia, Respues- 
a e Py 5 
2 ©! 


para todos los valores de z. 65. Desarrollar 


1а: 


. La serie converge 


a en la serie según las 


potencias de z. Respuesta: 122 +x1—28+4... 66. Desarrollar arctg т en la serie 


según las potencias de z. Indicación. Aprovechar la fórmula arctg z= { + ; 
% 


т? 1 
5 кыр LEa {(—1<z<14). 67. Desarrollar TFR 


en la serio según las potencias de =. Hespuesta: 1—22--3:2— 429... 
(—1<2<1). 

Aprovechando las fórmulas del desarrollo en serio de potencias de las fun- 
ciones e¥, sen z, созт, In (1 -+ з), (LF 2)" y aplicando diferentes procedi- 
mientos, desarrollar en series de potencias las funciones y determinar los inter- 
valos de convergenel 


Respuestas 


z3 


A 
68. senh x. Mespuesta: > +++ (—= << оо). 69. cosh z. 
зг 


а 
tipte (с0а соь 70. costz. Respuesta: 14 


уы (—o<zr<o) 71. (1-х) 1а (14-2). Леври sta: 


el 


(121<1). 72. (1 +xjer. Respuesta: 1- 


Y (0а 


"2 


ya 


1з. ¿17 Respuesta: 


+ is Lan 
п=3 


(а Respuesta: 1 ++ э 
++. (оао 1% ar Respuesta: Dorie 
з u A 


(1210). 76. «зеп. Respuesta: 24-224 Ge VEA 


пд’ mn 


A (—оо << оо). 77. 24 VIF. Respuesta: х— 


al 
1,43 1-3... (20-41) +1 


как эк ст к мы ж ap E (16260). 


E А 
me. GILES as Respues Dorsi d21<1. 
8 сі 
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х » д5 
79. Ç с=ш= Respuesta: Y) ro (1<z<1). 
% п=0 
жы eu 
80. $ ы dz. Respuesta: C-+1n | z (+) 0" тау ау 


(оо <2<0у0< ғ < оо). “81. $ 


% 
82. Demostrar las igualdades: 

sen (а 4-2) = sen а cos x-+cos a sen т, 

cos (а -+ x) == соз a соз х —sen a sen т, 
desarrollando los primeros miembros según las potencias do z. 

Aprovechando las series correspondientes, calcular: 

83. cos 10° con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,9848. 
84. зеп 4° con precisión de hasta 0,0001. Respuest 
85. sen 18° con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,3090. 


86. sen z con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,7071. 


87. arctg 1/5 con precisión de hasta 0,0001. Respuesta 0,1973. 
88. In 5 con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 1,609. 

89. log 5 con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,609. 

90. arcsen 1 con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 1,5708. 
91. Ye con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 1,6487. 

92. log е con precisión de hasta 0,00001. Respuesta: 0,43429. 
93. cos 1 con precisión de hasta 0,00001. Respuesta: 0,5403. 


Desarrollando on la serie de Macla 
lar con precisión de hasta 0,001: 94. Respuesta; 3,107. 95. VT 
puesta: 4,121. 96, 500. Respuesta: 7,937. 97. Y 250. Respuesta: 3,017. 
98. `/81. Respuesta: 9,165. 99. 3/2. Respuesta: 1,2598. 

Jesarrollando el integrando en Та serie, calcular las integrales: 


1 
100. (2 con precisión de hasta 1075, Respuesta: 0,94608. 


101. | e7* dz con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,7468. 


sen (z?) dz con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,1571. 


3 


Б 
есы. canela sea © 


«У®ат con precisión de hasta 0,01. Respuesta: 0,81. 
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104. 


ы dz con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,487. 


105. \ cos у= dz con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,764. 


106. { In(t4+V2) dz con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,071. 


* dz con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,9226. 


Ё 
П 


107. 


e san ceja оа осла 


en z 


108. dz -con precisión de hasta 0,0001. Respuesta: 0,0214. 


с2а con precisión de hasta 0,001. Respuesta: 0,494. 


Е 
-= oa tono) 


и. бж ЕЕ de. Respuesta: 35. 


Indicación. Al resolver este ejemplo y los dos siguientes es útil tener 
en cuenta las igualdades: 


Sie чо 4 л 
Dari Dm 
n=i т=1ї 


que serán obtenidas en $ 2, capítulo XVII. 


1 1 
111. GUA az. Жерине, AC AO 
Js 6 Sui 
ў 
з 
puesta: 5 


Integración de las ecuaciones diferenciales por medio de las series 


113. Hallar la solución de р acan ión y”=xy que satisface a las condi- 
cíones iniciales: рага z=0 e y 
Indicación: Buscar la йшй en la forma de una serie. 


qa 


праи тутт 6+ +1356 


114. Hallar la solución de la ecuación y” +24"+ 
ondiciones iniciales: рага 2—0 e y=0, y'=1- 


(EN 
=0 que satisface a las 


Ejercicios para el capítulo XVI з 


A- (49% gana 
Ел жамы 1-3-5... (208—1) ` 
115. Hallar la solución general de la ecuación 
ay ау + (2-4) y=0. 
Indicación. Buscar la solución en la forma 
у=? (MHAM HAt.) 


Respuesta: 


1 
т 2 26 
Cy - +1 


vz 
116. Hallar la solución de la ecuación zy"+y'+=y=0 que satisface 
a las condiciones iniciales: рага 2—0, y=1, y”=0. 

24 2% z% 


(сз paapa 0 pa t 


Observación. Las dos últimas ecuaciones diferenciales son los casos par- 
ticulares de la ecuación de Bessel 


тазу" day + (218) y=0 


гї 
Respuesta; 1—57 + 


para n=1/2 y n=0. 

117. Hallar la solución general de la ecuación 4xy"+-2y"-+y=0. 

Indicación, Buscar la solución en forma de una serie 

22 (00-а 4-азх?-. 

Respuesta: C4 соз У24-С, son V3. 

118. Hallar la solución de la ecuación (1—22) у" —2у' 0, que satisface 
а las condiciones iniciales: рага z=0 e y=0, y'=1. 

21122.13 25 185 ат 

Respuestas + AAA 

119. Hallar la solución de la ecuación (4-- 29) y”-+2zy' =0, que satisface 
a las condiciones iniciales: рага z=0 е y=0, y/=1. 


3 л 
Respuesta: A 


120. Hallar la solución de la ecuación 
diciones iniciales: para z=0 e y y 


з 
Respuesta: e 


" = туу', que satisface a las con- 


121. Hallar la solución de la ecuación (1—=)y"=4 
а las condiciones iniciales: para z=0 e y=0, indi 
vergencia de la serie obtenida. ` 
a 2 z i 4 
it (16:40). 

122. Hallar la solución de la ecuación zy”+y=0, que satisface a las 
condiciones iniciales: рага z=0 e y=0, y'=1, indicando el intervalo 
de convergencia. 


21-536 


4-2 —у, que satisface 
ndo el intervalo de con- 


Respuesta: z4 
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zi 
Respuesta: atan pat ++ (-90<2< оо). 
123. Hallar la solución de la ecuación у +2 y4y=0, que satisface 
a las condiciones iniciales: рага z=0 e y=1, y'=1. 
sen т 


Respuesta: 


124. Hallar la solución de la ecuación ++ y'+y=0, que satisface 
, indicando el intervalo 


a las condiciones iniciales: рага z=0 e y=1, у' = 
de convergencia de |, obtenida. 


HA 01190). 


Hallar los primeros tres términos del desarrollo en una 'serie de patencias 
de las soluciones de las ес ones diferenciales siguientes cuando se verifican 
las condiciones iniciales indicadas: 


Respuesta: 4 


3 
125. y'=22-+y2, para z=0 e y=1. Respuesta: pr “д 


126. у" = е/4- 2, рата х=0 0 y=1, y'=0. Respuesta: A 
тї _тз 
127. y'=sony—senz; рага z=0 0 y=0. Respuesta: — F — n 
Hallar unos cuantos términos del desarrollo en una serie de potencias 
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales cuando se verifican las cone 
diciones iniciales indicadas е 


2:3 
Respuesta: 1-2-5 ме ый И 


129. y' =y? 4-23; рага z=0 e y=1/2. 
y Al 1 1 
Respuesta: +24 GA 


Respuesta: 
131. y 
Respuesta; 12 +37 


132. y'=eV+2y; para 2=0 е y=0. 
Respuesta: A БНМ 


CAPITULO ХУП 


SERIES DE FOURIER 


$ 1. DEFINICION. PLANTEO DEL PROBLEMA 
La serie de funciones de la forma 


99 + acosa + bı зеп т + acos 2х + Ь,ѕеп 22 ..., 


o, de modo más conciso, la serie de la forma 


5 + 5 (an cosnz + bn sen nz), (1) 
=з 


se llama serie trigonométrica. Los números constantes ао, а, у 
bn (п =: 1, 2 .) se llaman coeficientes .de la serie trigonométrica. 
Si la serie (1) converge, su suma es una función periódica f (т) 
de período 2x, puesto que sen nz y cos nz son funciones periódicas 
de período 2x. 
De este modo, 


Í (2) = f (z + 21). 

Planteemos el problema siguiente. 

Sea dada una función periódica / (т) de período 2л. ¿En qué 
condiciones se puede hallar para f (x) la serie trigonométrica que 
converge hacia la función dada? 

En el presente capítulo resolvemos este problema. 

Determinación de los coeficientes de la serie mediante las 
fórmulas de Fourier. 

Supongamos que una función periódica f (z) de período 2л es 
tal que se puede representarla como serie trigonométrica que con- 
verge hacia la función dada en el intervalo (—a, л), es decir, es 
la suma de esta serie: 


ло Уу (ancosnz + bn sonna). B 
= 


29 
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Supongamos que la integral de la función de primer miembro 
de esta igualdad, es igual a la suma de las integrales de los tér- 
minos de la serie (2). Esto tendrá lugar, por ejemplo, si suponemos 
que la serie numérica formada de los coeficientes de la serie trigo- 
nométrica dada converge absolutamente, es decir, converge la serie 
numérica positiva siguiente: 


ВЕЕР ЕГЕ 9) 


Entonces, la serie (1) es mayorante у, por consiguiente, podemos 
integrarla término a término en el intervalo de —л a л. Aprovechamos 
esto para calcular el coeficiente ао. 

Integramos ambos miembros de la igualdad (2) dentro de los 
límites de —л а +7: 


л А = д А 
| rimar | wat (| а, cosnz dz 4- \ bn senna de). 
ЕД “к т! л “п 
Caleulemos por separado cada integral del segundo miembro: 

я 
а 
Lo dz = ла; 
\ ашса 
“а 
z д 
л 
| ancosnzdz=a, | cosnzaz савети 0; 
п len 
a a 
z 
z 
| bn sennz dz =bn \ sennz dz = by “Z 0. 
1 = 2а e 
Por consiguiente, 
А 
| На) dz = nao, 
та 
de donde 
д 
1 
а= = \ 1@4. @ 


la 
Para calcular los demás coeficientes de la serie necesitamos ciertas 
integrales definidas las que examinaremos preliminarmente. 
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Si n y k son números enteros, se verifican las siguientes igualdades: 
si n + К, tenemos: 
а 
$ cos nzcos kz dz = 0; 
-а 


я 
J созт зеп kz dz =0; @ 


л 
{ sennzsen kzdz= 0; 
la 

pero, зі п = k, entonces: 

я 
$ cos? kz dr = 7; 
“а 


} sen kzcos kz dz (п) 


я 
{ sen? kzdr =n. 
са 

Calculemos, рог ejemplo, la primera integral del grupo (1). Puesto que 


cosnzcos kz = > [cos (n + k) z + cos (n — k) т], 
entonces: 
А 


ESE. 
| cosnzcos ей 1. f cos (n + k) z dz + 
la 


“а 
а 
++ \ соз (п — k) z dz = 0. 
Ža 
De modo semejante es posible obtener también las demás fórmu- 
las (1) *). Las integrales del grupo (II) se ealculan directamente 
(véase capítulo X, tomo 1). 
Ahora podemos calcular los coeficientes a, у В, de la serie (2). 
Para hallar el coeficiente a, cuando k - 0 tiene cierto valor 
determinado, multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2) 


*) Mediante las fórmulas 


cos nz sen kz = 1/2 [sen (п + k) z — sen (n — k) z), 
sen nz sen kz = 1/2 [— cos (n + k) z + cos (n — k) z]. 
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рог соз kz: 


f (х) соз kz = Feos kz+ Э (a, cosnxcos kz -+ b,cosnzcos Кт). (2) 


La serie del вёййййо. его де la igualdad es mayorante, 
puesto que sus términos no superan en valor absoluto a los términos 
de la serie convergente positiva (3). Por eso, podemos integrarla 
término a término en cualquier segmento. 

Integremos la igualdad (2') dentro de los límites de —л ал: 

А 


| поснае | cos kz dz + 


“a 


= А я 
+ Ni An \ cosnzcos kz dz + by | sennecoskedr). 


ШЕП “п ы 
Tomando en consideración las fórmulas (I) ES (I), notamos que 
todas las integrales del segundo miembro se anulan, a excepción 
de la integral con coeficiente az. 
Por consiguiente, 


л z 
| осна | ае = am, 


de donde E 


а= 1 \ 100) соз Кейт. ` (5) 


“a 
Multiplicando ambos miembros de la igualdad (2) por sen kz 
e integrando de nuevo de —л a л, hallemos: 


f Í (2) sen kz dz = by ( sen? kz dr == byn, 
-x -а 


de donde: 


л 


w= t | 19 son kz dz, (6) 
ы 
Los coeficientes determinados por las fórmulas (4), (5) y (б), 
se llaman coeficientes de Fourier de la función f (z), y la serie Trigo! 
nométrica (1) formada con tales coeficientes se llama serie de Fourier 
de la función f (2). 
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Ahora regresemos al problema planteado al principio de este 
párrafo: ¿cuáles propiedades ha de poseer la función f (z) para que 
su serie de Fourier converja y para que la suma de la serie de Fourier 
formada sea igual a los valores de la función dada en los puntos 
correspondientes? 

Formulemos el teorema que ofrece condiciones suficientes para 
representar la función 7 (2) por la serie de Fourier. 


Definición. Una función f (z) se llama monótona por trozos en 
el segmento la, b], si este último se puede dividir por los puntos 
Zi, Lo, ..., Zn д еп un número finito de 
intervalos (a, z4) (21, Z2)...... (2, -1b) de 
modo que la función sea monótona en cada 
uno de los intervalos, es decir, que ella 
sea o bien no creciente, o bien no decre- 
ciente. 

De la definición se deduce, que si la 
función f (2) es monótona por trozos у aco- 
tada en el segmento la, b], entonces puede 
tener sólo puntos de discontinuidad de Fig. 356 
primera especie. Efectivamente, зі z = с 
es un punto de discontinuidad de la función f (z), entonces, en 
virtud de la monotonía de la función existen los límites: 


lím f(z) = f (e — 0), lím f(z) = f (c + 0), 
хэе-0 retó 


es decir, el punto c es punto de discontinuidad de primera especie 
(fig. 356). 

Formulemos ahora el siguiente teorema. 

Teorema. Si la función periódica f (2) de período 2л es monótona 
por trozos y acotada en el segmento (—x, л), entonces la serie de Fourier, 
formada para esta función, converge en todos los puntos. La suma de 
la serie obtenida s (т) es igual al valor de la función f (x) en los puntos 
de continuidad de la función. En los puntos de discontinuidad de la 
función f (2) la suma de la serie es igual al medio aritmético de los 
límites de la función f (т) a la derecha у a la izquierda, es decir, six = с 
es un punto de discontinuidad de la función f (z), entonces tenemos: 


160 +1 (40), 
2 


s (2). 


De este teorema se deduce que la clase de las funciones que 
pueden ser representadas por las series de Fourier, es bastante am- 
plia. Por eso las series de Fourier han encontrado una amplia apli- 
cación en diferentes ramas de las matemáticas. Con particular 
éxito las series de Fourier se emplean en la física matemática y en 
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sus aplicaciones a los problemas concretos de mecánica y física 
(véase el capítulo ХУШ). 

Demos el teorema citado sin demostración. En los párrafos 
8-10 demostremos otro criterio suficiente para que una función 
sea desarrollable en la serie de Fourier. Este criterio se refiere, en 
cierto sentido, a la clase más estrecha de funciones. 


$ 2. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES DE FOURIER 


Demos los ejemplos de desarrollo de las funciones on series de Fourier. 
Ejemplo 1. Sea una función periódica / (2) de período 2л definida de modo 
siguiente: 
1(2)=x=, —2<<m 
Es una función monótona por trozos y acotada (fig. 357). Por consi- 
guiente, permite el desarrollo en la serie de Fourier. 


Fig. 357 


Según la fórmula (4) $ 1, hallamos: 


Aplicando la fórmula (5) $ 1 e integrando por partes, obtenemos: 


A а 
а= $ a | ВЕТ $ son tz az ] = è 


la -а 


Según la fórmula (6) $ 1, hallamos: 


$ 1 
Y e son keda [= 
т 
К? 
De este modo, obtenemos la serie 
senz зоп 22, sen 3z 
19=2[ гта жыр чы. Байдын 


соз ka 
Е 


А 
++ $ cos kr az] Com А 
Ta 


кн 99 А 


Esta igualdad tiene lugar en todos los puntos, excepto los йе discontinui- 
dad. En cada punto de discontinuidad la suma de la serie es igual al medio arit- 
mético de los límites de la función a la derecha y a la izquierda, es decir, 
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Ejemplo 2. Sea una función peri 


ica f (z) de período 2л definida de modo 
siguiente: 


1 (2) = — z para —1a<z<0, 
Í (z) = z para 0 <= $ 7 


(es decir, ў (2) = z|) (fig. 358). Esta función es también monótona por 
trozos y acotada еп el segmento — л <= < л. 


Y 


-5л AIR LA A п 2л Зл 4л 5л X 


Fig. 358 


Determinemos sus coeficientes de Fourier: 


а o a 
а= $ а | $ (-94+( zd2]=a, 
-л 0 


“=t $ (—x) cos kz dz + ў zcoskzdr]= 
a 


o 


1 [ _zsnkz 
л Ela 


1 [ __908 kz |0 соз kz |л 
“л Rola CR 0) Е 

4 O рага k par, 
== ka—1)= 

aja (008 ka —1) { = рага k impar; 


ml [j sen kz dz-+ $ zsen kx dz |=0. 


De este modo, obtenemos la serie 
_ л _ 4 [соз ,cos3z | соз5г соз (2p-+1) 2 
O A + ei]. 
Esta serie converge en todos los puntos y su suma es igual a la función dada, 


Ejemplo 3. Sea una función periódica ў (2) de período 2л definida de modo 
siguiente: 


1) = —1 para —л<><0, 
10)=1 para 0<т<л. 


Esta función (fig. 359) es monótona por trozos y acotada еп el segmento 
=а<=<л. 
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Calculemos sus coeficientes de Fourier: 


a 
o 8 

a-+[ $ (1) cos kz аг È «зке dz | E 
Е Е 

„=з [ È 0) son kz dz + $ sen fas > 
e з 


0 рага k раг, 


2 
= |1 К] == 
ту 11—909 ak { + para k impar. 


Por consiguiente, la serie de Fourier de la función €zaminada tiene 1а 
forma 


4 [зеп  sen3z  senóz sen (29+ 1) 2 
Га) = ыйы ашыш: he... + JPF +...]. 


Esta igualdad es válida en todos los puntos, excepto 108 de discontinuidad 


Fig. 359 


En la fig. 360 se indica claramente, como las sumas parciales s, de la serie 
representan cada vez más exactamente la función f (т), al aumentar n. 


Ejemplo 4. Sea una función periódica / (z) de período 2л definida de modo 
siguiente: 


1 (2) = —a <z <x (fig. 361). 
Calculemos sus coeficientes de Fourier: 


a А 
а=) ateos kz а E [tE 


Desarrollo de las funciones еп series de Fourier 331 


E 1 
e El 
|, 


2 
шй: > 


ааа 


-ý para k impar; 


SIX, 505 
3 E) 


-É (enx Хх 


Fig. 360 


Y 
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А 
= | asen he de a + f zoos kedz] = 
“з == 
а 
2 [тзепїг 
-2 (=т= $ sen kz dz ] 0. 
5 


Pues, la serie de Fourier de la función dada tiene la forma 
¿4 (9093 cos 2х , cos3z ) 


и +: 
Puesto que la función es monótona por trozos, acotada y continua, esta igualdad 
se cumple en todos los 
Poniendo еп 1а Igueidad obtenida «= л, obtenemos: 


Ejemplo 5. Sea una función periódica / (z) de período 2л definida de modo 
siguiente: 


1()=0 para —2<z<0, 
1(x)== para  0<z<x (fig. 362). 
. 


Fig. 862 


Determinemos los coeficientes de Fourier: 


o= ЕСЕ 


я 
a+ z сов ка йг “т; -4 i sen kz dz | = 
0 
i cos kz|x + para k impar, 
тав b7 
O para k par; 


1 


я 
938 
0 


зр Para k impar, 


k para k par. 
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De este modo, la serie de Fourier toma la forma: 


— (= O (жє == зо У 


En los puntos de discontinuidad de la función / (z) la suma de la serie es 
igual al medio aritmético de los límites de la función a la derecha y a la 
izquierda (o sea, en el caso dado, al número 5) 

Poniendo en la igualdad obtenida z=0, tenemos: 


m a i 
кы? Фп 1)2 * 


$ 3. UNA OBSERVACION SOBRE EL DESARROLLO 
DE LA FUNCION PERIODICA EN LA SERIE DE FOURIER 


Indiquemos la siguiente propiedad de una función ар (z) perió- 
dica de período 2л: 
я rtan 
Їр) а= } ра) ат, 
-а 5 


cualquiera que sea el número A. 
En efecto, como 


% @ — 2л) = y (8), 


entonces, poniendo z = $ — 2л, podemos escribir, para cuales- 
quiera с y d: 


4 4+эл а+зл atan 
Їр) а= | p(E—20d= | yE = | ра) ах. 
e efon efon ein 

En particular, poniendo с = — л, d = А, obtenemos: 


А эма 
ЗФ) а= | pidr, 


рог езо 
Aten 


-a x ran 
| Ф@= | padet | Фа {р а= 


- т * x 
=] pdr | padet | p(z) de= | y (a) dr. 


La propiedad indicada significa que la integral de una función 
periódica p(z) еп un segmento arbitrario de longitud igual al 
período, siempre tiene un mismo valor. Es fácil ilustrarlo geométri- 
camente: las áreas rayadas en la fig. 363, son iguales. 
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De la propiedad demostrada se deduce que, al calcular los coefi- 
cientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integración 


А 


Эт 2n r ?тА лз AMANS K 
Fig. 363 
(—a, a) por otro (A, А -+ 2л), es decir, podemos poner: 
А 4л y Aza 
а= т f На) dz, a= f Í(x)cosnz dz, 
atan i o 


bn 2 | f (x) зеп пт dz, 


> 
donde A ез un número arbitrario. 

Esto se deduce de que la función f (х) es, según la hipótesis, 
periódica de período 2л; por consiguiente, las funciones f (т) cos nz 
y f (z) sen nz son también las funciones periódicas de período 2л. 
Mostremos con un ejemplo cómo en algunos casos la propiedad de- 
mostrada simplifica el proceso de cálculo de los coeficientes. 

Ejemplo. Supongamos que se necesita desarrollar en la serié de Fourier 
la función f (z) de período 2л, que, en el segmento 0 < т < 2л, está dada por 
la igualdad 

j) = 2. 
La gráfica de la función f (х) se representa en la fig. 364. Esta función está 
dada en el segmento [—a, л], por dos fórmulas: f (z) = z+- 2л en el seg- 


y 


2л -л 0 л 2л Зл ta 5л бп m 8л х 


Fig. 364 


mento [—x, 0), y f (т) = z, en el segmento [0, л]. Al mismo tiempo en el 
segmento [0, al e koneita está doda de шодо més simple pos una бе 
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mula f (z) = z. Por eso, para desarrollar esta función en la serie de Fourier 
es más provechoso utilizar las fórmulas (1), poniendo А 


эл 2n 
w= $ 1344 zdz 

0 0 

2л , е 
а= 0 102) соз nz dz = f z cos nz az= [A k 0; 

E E Ep” 

mf F(2)sen ne 4: —-1- { ЕЕ: = 

Й è 


Por consiguiente, 


к) =л—2еп х— 2. sen 2&— 2. sondr—2 sen бг 2 sn5r—... 
2 3 4 5 


Esta serio representa la función dada en todos los puntos, excepto en los de 
discontinuidad (es decir, excepto los puntos z = 0, 2л, án, , . .). En estos 
puntos la suma de, la serie es igual а la mitad do la daa de vilae als de 


función f (z) а la derecha y a la izquierda (es decir, en el caso dado, al nú- 
mero л). 


$ 4. SERIES DE FOURIER 
PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES 


De la definición de las funciones pares e impares se deduce que 
sių (х) es una función par, entonces 


Yap (2) de. 


А 


Ўр а= 2 


Efectivamente, 


ра {шас + воа) са ааа 


= і ро) dz + {мөс з yad, 
puesto que, según la definición de una función par y (—т) — y (2). 


Análogamente se puede demostrar que si ‹р(т) es una д; 
impar, entonces: 


2 в а а a 
S Ф@4 =} (а) | p (2) dr=— | o (2) dz + | o (2) dr =0. 


Si una función impar f (z) se desarrolla en la serie de Fourier, 
el producto f (z) cos kz es también una función impar, y f (z) sen kz 
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es una función par; por consiguiente, 


„= f 1@)dz=0; 


Í (z) соз kzdz = 0, (1) 


2 

Ш 
aje 
аэ 


ajv 


hit | f (2) sen kz dz = | rosen tzaz, 
Ja ° 


es decir, la serie de Fourier de una función impar contiene «sola- 
mente senos» (véase el ejemplo 1, $ 2). 

Si una función par se desarrolla en la serie de Fourier, un pro- 
ducto f (x) sen kx es una función impar y f (х) cos kx es una función 
par; por consiguiente 


2 

І 
ajy 

~ 

Е 

E 


2 
1 
ajn 
tnn UU Usa 


Í(z) соз kz dz, (2) 


f (т) sen kz dx=0, 


Ш 
aj 


es decir, la serie de Fourier de la función par contiene «solamente 
cosenos» (véase el ejemplo 2, $ 2). 

Las fórmulas obtenidas permiten simplificar los cálculos de 
los coeficientes de Fourier, cuando la función dada es par o impar. 
Es evidente que no toda función periódica es par o impar (véase 
el ejemplo 5, $ 2). 

Ejemplo. Supongamos que es necesario desarrollar en la serie de Fourier 
la función par f (т) de período 2л definida еп el segmento [0, л) por la igualdad 


y=z. 


Ya hemos desarrollado esta función en la serie de Fourier en el ejemplo 2, 
$ 2 (véase fig. 358). Calculemos de nuevo los coeficientes de Fourier de esta 
función, aprovechando la paridad de esta función. 
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En virtud de las fórmulas (2), ba = 0 para cualquier k; 


a л 
A эде а: A 15 3 
я Г 


% ig 


à O para k par, 
| 


4 : 
— сат рага k impar. 


Hemos obtenido los mismos coelicientes que еп el ejemplo 2, $ 2, pero 
de modo más breve. 


$ 5. SERIE DE FOURIER 
PARA LA FUNCION DE PERIODO 2/ 


Sea f (т) una función periódica de período 21, distinto, hablando 
en general, de 2л. Desarrollémosla en la serie de Fourier. 
Sustituyamos la variable según la fórmula: 


==—t, 
л 
Entonces, la función (тї) es una función periódica de t, de 


período 2л. Podemos desarrollarla en la serie de Fourier en el 
segmento —1<1<M 


((Ф)=@+ Ураков + basen м), 0 


ren 


donde 


1 
Je ) соз kt dt, 


E 
б 2 Vio) а. 


а 


Ahora regresemos а la variable anterior z: 


22—536 
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Entonces tendremos: 
1 


| 
\ 
а= ав, a=} (осока zar, | 
3, » 
| | 

J 


(2) 
bh= Es f а) зеп Ẹ zdr. 


La fórmula (1) toma la forma: 


ПР) а + У (ао), (3) 
E 


donde los coeficientes ao, ад, Б, se calculan según las fórmulas (2), 
Esta es precisamente la serie de Fourier de una función periódica 
de período 21, 

Notemos que todos los teoremas que han tenido lugar para las 
series de Fourier de las funciones pe icas de período 2л, son 
válidos también para las series de Fourier de las funciones periódicas 
de cualquier otro período 21. En particular, queda en vigor el criterio 
suficiente del desarrollo de una función en la serie de Fourier (véase 
el fin de $ 1): la observación sobre la posibilidad de calcular los 
coeficientes de la serie, integrando en un segmento arbitrario de 
longitud igual al período (véase $ 3), así como la observación sobre 
la posibilidad de simplificar el cálculo de los coeficientes de la serie, 
cuando la función es par o impar ($ 4). 

Ejemplo. Desarrollar en la serie de Fourier la función Mello į (2) de 
раното 2 definida еп el segmento [—1, 1] рог la igualdad у (2) = [= | 

ід. 365). 


Fig. 365 
Solución. Puesto que la función examinada es par, tenemos: 


П 
ba=0; =$ 2d mel, 


5 
O para k par, 


л 
A $ z соз kz dz = а á 
ma — japa Рага k impar. 
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Por consiguiente, el desarrollo tiene la forma: 
Ia [= Тт esits cos RDT, ] 
[21=7— 7 + Ed +...+ (рї +. {+ 


$ 6. DESARROLLO DE UNA FUNCION NO PERIODICA 
EN LA SERIE DE FOURIER 


Supongamos que en cierto segmento la, b] está dada una función 
monótona por trozos f (z) (fig. 366). Mostremos que podemos repre- 
sentar esta función f (z) en los puntos de su continuidad por una 


У 


0) 


2и oja a b А2; AH K 


Fig. 366 


suma de la serie de Fourier. Para eso examinemos una función 
arbitraria periódica monótona por trozos f, (т) de período 2p > 
> |b— а |, que coincide con la función f (т) en el segmento [а, 6]. 
(Hemos completado la definición de la función f (x)). 

Desarrollemos la función f, (т) en la serie de Fourier. La suma 
de esta serie en todos los puntos del segmento la, b] (excepto los 
de discontinuidad) coincide con la función dada f(z), ló que 
significa que hemos desarrollado f (т) en la serie de Fourier en el 
segmento [а, bl. 

Examinemos ahora el siguiente caso importante. Sea f (z) una 
función dada en el segmento [0, 1. Completando la definición 
de esta función de modo arbitrario en el segmento [—1, 0] (conservan- 
do la monotonía por trozos), podemos desarrollar esta función en 
la serie de Fourier. En particular, si completamos la definición 
de la función dada de modo que рага —I<z<0 sea 
Í (2) = f(—2), obtenemos en definitiva una función par (fig. 367). 
(En este caso se dice que la función f (т) «es prolongada de manera 
par»). Esta función se desarrolla en la serie de Fourier que contiene 


22% 
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solamente cosenos. De este modo la función f (z), dada en el segmen- 
to [0, 1], la hemos desarrollado en serie de cosenos. 

Si continuamos la definición de la función f (z) рага — l < z < 0 
de modo tal que f (z) = — f (— z), obtenemos una función impar 
que se desarrolla en serie de senos (fig. 368). (La función f (z) 
«ез prolongada de manera impar»). De este modo, si en el segmento 


Fig. 367 Fig. 368 


10, 1] está dada cierta función monótona por trozos f (x), podemos 
desarrollarla tanto en la serie de Fourier de cosenos, como en la 
serie de Fourier de senos, 


Ejemplo 1. Desarrollar la función f(x) == еп el segmento [0, л] en la 
sorie de senos. 


ta «Solución. Prolongando esta función de manera impar (fig. 357) obtenemos 
a serie: 
Е _sen2z зеп3х _ ] 
2 ES 
(véase el ejemplo 1, $ 2). 


Ejemplo 2. Desarrollar la función / (=) == еп el segmento [0, л] en la 
serie de cosenos, 


Solución. Prolongando esta función de manera par, tenemos: 
10) =, —л<=<л 
(Sig. 358). Desarrollándola en la serie, hallamos: 


=P coz овде ==... -] 


(véase el ejemplo 2, $ 2). Pues, en el segmento [0, л] tiene lugar la igualdad 


л 4 [созх , cos3x qee 
O) 
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$ 7. APROXIMACION EN PROMEDIO 
DE UNA FUNCION DADA 
CON AYUDA DE UN POLINOMIO TRIGONOMETRICO 


La representación de una función en una serie infinita (de Fourier, 
Taylor, etc.) tiene prácticamente el sentido de que la suma finita, 
que se obtiene al interrumpir la serie en el n-ésimo término, es una 
expresión aproximada de la función que se desarrolla; esta expresión 
aproximada se puede llevar hasta cualquier grado de precisión, 
eligiendo un valor suficientemente grande de n. Sin embargo, 
el carácter de la representación aproximada puede ser diverso. 

Así, por ejemplo, la suma s, de los n primeros términos de la serie 
de Taylor coincide con la función examinada en un punto, y en este 
último tiene las derivadas hasta el n-ésimo orden que coinciden con 
las derivadas de la función analizada. Un polinomio de Lagrange 
de n-ésimo grado (véase $ 9, capítulo VII, tomo 1) coincide con 
la función considerada еп n + 1 puntos). 

Analicemos el carácter que tiene la representación aproximada 
de una función periódica f (z) por los polinomios trigonométricos 
de la forma 


sa (= + D) arcos ke- bn senke, 


donde ao, Gs, bi, аз, do, ..., An, b, son los coeficientes de Fourier, 
es decir, por la suma de los n primeros términos de la serie de Fourier. 
Hagamos primeramente algunas observaciones. 

Supongamos que tenemos una cierta función у = f (z) en el 
segmento Ía, bl y queremos evaluar el error, cometido al sustituirla 
por otra función Ф (z). Se puede tomar en calidad de medida del 
error, por ejemplo, máx | f (х) — Ф (2) | en el segmento la, bl, 
es decir, así llamado desvío máximo de la función q (z) de f (z). 
Pero a veces es más natural tomar, como medida del error, así llamado 
desvío medio cuadrático 6 que se determina por la igualdad 

b 


\ 1 (2) — ф (2)} dz. 


чи 1 
(ba) 


Explicaremos en la figura 369 la diferencia entre el desvío medio 
cuadrático y el máximo. 

Supongamos que la línea continua representa la función 
у = f (2) y las líneas punteadas, las aproximaciones q, (х) y 2 (2). 
El desvío máximo de la curva у = q, (z) es menor que él de la 
curva y = Ф (z), pero el desvío medio cuadrático de la primera 


ё 
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curva es mayor que él de la segunda, puesto que la curva y = q» (x) 
difiere considerablemente de la curva y = Ф (z) sólo en un intervalo 
estrecho у por eso caracteriza mejor а la curva y = f (х) que la 
primera. 

Regresemos ahora a nuestro problema. 


Fig. 369 


Sea dada una función periódica f (x) de periodo 2n. Entre todos 
los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden 
> + Ў, (a, cos kz + В, sen Ёл) 
ГЕП 
es preciso hallar, mediante la elección de coeficientes а, y Br, un poli- 
nomio tal para el cual el desvío medio cuadrático, determinado por 
la igualdad 


А А R 
pat | Го „Фу... ЗУ coste + р, епк dr, 
2л 2 


“л 


tiene el valor mínimo. 
El problema se reduce a la determinación del mínimo de una 
función 2n + 1 de las variables аџ, а, ..., аһ, Bo Par ..., Pro 
Desarrollando el cuadrado que se encuentra bajo el signo de 
la integral, e integrando término a término, obtenemos: 


1 
Pa 
"2л 


f fe (2) — 2f (2) [= de 3 (a, cos kz + В, sen к] va 


a 


+[+ (aucoshe-+ Pasen a) | аг 
ә) | 
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ы ШТ 9% | roas 1 Уу | посока 
л К, д 


+ ЕЯ Уа \ cos кх соз jz йт + 
“я 


д 
+ La D) Б) aby \ соз kz sen јх dx + 
л 


аа ЕП “а 


ам п д 
+1 Ў Б} BaBy f sen kzsen jz dz. 
ta Ja 

1 
Notemos que 


+ лов Е ОСЕ 


м 
1 
ЕСЕ 
воп los coeficientes de Fourier de la función (2). 
Luego, según las fórmulas (1) y (П) $ 1 tenemos: para k = j 
Я ч 


feos rraz= у \ sen? kz dr = л, 


a -а 


| sen kzcos jz dz = 0 
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y рага kÆ j: 
| cos kzcos jz dz = 0, \ sen kz sen ja dr == 0. 
Е. ЕЗ 
De este modo, obtenemos: 
1 з оа, 
nl \ 2 (a) de — 2e _ 
эл Fiz) 2 


S ё аҹ 
= (anar + Badr) + 4 + 3 (ал + Pr). 
= ЕП 


Adicionando y sustrayendo la suma 


ШР 
9.1 Уан, 
a 


tenemos: 
д А a 
a _A 2 а 1 туму 1 2 
smi (лаа 1 (ai + 0 + y (00 — а + 
Ja = 
1 2 2 
+2), (an — а) + (Bab. (0) 
1 
Los tres primeros términos de esta suma no dependen de la 
elección de los cocficientes ao, оц, .. ., Uns В, .. ., Br. Los demás 
sumandos 


Teati 3) (аъ — an? (В, — br?) 
© 


no son negativos. Su suma alcanza el valor mínimo (igual a сего), 
si ponemos 0) = ао, 44 = а, ..., а, = An, Bi = bn ..., В, = 
= ba. Con tal elección de los coeficientes а,, а, ..., а, Bis ++ «+ Bn 
el polinomio trigonométrico 

А 


+ D (ох соз kz + Pa sen Ёл) 
ъ=1 
difiere en lo mínimo de la función f (х) en el sentido de que el desvío 
cuadrático 6% es mínimo. 
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Queda demostrado, pues, el teorema. 

Entre todos los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden el 
polinomio, cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de la 
función f (х), da el menor desvio medio cuadrático de esta función. 

El valor del desvío cuadrático mínimo es igual a: 


% З & Э o 
2л 


Puesto que 5>0, para РЕ п tenemos: 


з 4f Р а> -> (ah + 0%. 


Por consiguiente, la serie del arado alenia converge, cuando 
п > со, y podemos escribir: 


z — 
1 Р ~ 
1 | rima Ey D ett. B 
Tr у= 
Esta correlación se llama desigualdad de Bessel. 
Notemos sin demostración, que para toda función acotada 
y monótona por trozos el desvío medio cuadrático obtenido por la 
sustitución de la función dada por n-ésima suma parcial de la serie 
de Fourier, tiende a cero cuando п — оо, es decir, 8% — 0, cuando 
n=» оо. Pero, entonces de la fórmula (2) se deduce la igualdad 
я 


% a A 
zt lait b= g | Р (0) de, (3) 
п a 
que se llama igualdad de Liapunóv. (Notemos que A. M. Liapunóv 
demostró esta igualdad incluso para una clase más amplia de funcio- 
nes que la clase analizada aquí). 
De lo demostrado se deduce que para la función que satisface 
a la igualdad de Liapunóv (en particular, para toda función acotada, 
monótona por trozos), la serie de Fourier correspondiente da un 
desvío medio cuadrático igual a cero. 


Observación. Establezcamos una propiedad de los coeficientes 
de Fourier que será necesaria en lo sucesivo. Al principio, intro- 
duzcamos la definición. 

Una función f (т) se llama continua por trozos en el segmento 
la, bl, si tiene un número finito de puntos de discontinuidad de 
primera especie en este segmento (o es continua en todos los puntos). 

Demostremos la siguiente afirmación. 
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Si la función f (x) es continua por trozos en el segmento l—a, al, 
sus coeficientes de Fourier tienden а cero, cuando п — оо, es decir, 


lím a, =0, lim b,=0. (4) 


Demostración. Si la función f(z) es continua por trozos en el 
segmento [—x, л], la función f? (х) también es continua por trozos 
л 


еп este segmento. Entonces, | / (х) х existe y es un número 
la 
finito*). En este caso, de la desigualdad de Bessel (3) se deduce 
que la serie У) (a, +bi) converge. Pero, si la serie converge, 
S 


entonces su término general tiende a cero, es decir, en el caso 
dado lím (al + bi) = 0. De ahí obtenemos directamente las igual- 


naco 
dades (4). Pues, para una función acotada y continua por trozos 
son válidas las igualdades 


А л 
lím { /(х)созптйт+=0, lím | f(x) sennz dz = 0. 
пзе -я пә a 

Si la función f (т) es periódica de período 2л, podemos escribir 
las últimas igualdades de modo siguiente (para cualquier a): 


a+2n atan 
lím { f(z)cosnzdr=0; lím 5 f(z)sennzdr=0. 
neo a пә a 


Notemos que estas igualdades quedan en vigor, si integramos en 
un intervalo cualquiera la, b], es decir, las integrales 


niza y ИЛҮҮ 


a 
tienden a cero, al aumentar n indefinidamente, si f (z) es una función 
acotada y continua por trozos. 

En efecto, para precisar las ideas, suponiendo que b — а < 2л, 
analicemos una función auxiliar q (т) de período 2л, definida de 
modo siguiente: 

ф (2) = f (2), cuando a<z<b, 
p(z) = 0, cuando b<z<a+2n. 


Entonces: 
b а+?л 
{ f(z)cosnzrdr= | ф(т)совптах, 
a a 


è аза 
{ f (z)sennzdr= | ф(т)зепптат. 


ntegral podemos representarla como la suma de integrales defini- 
псіопез continuas por tramos en que se divide el segmento [—л, л]. 


das de las 
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Puesto que Фф (2) es una función acotada y continua por trozos, 
las integrales de los segundos miembros tienden a cero, cuando 
п —> оо. Por consiguiente, las integrales de los primeros miembros 
паме tienden а сего. De este modo, la afirmación es demostrada, 
es decir, 


è b 
lím | f (z) cosnz dz = 0; lím { f (z)sennzrdr=0 (5) 


no a 
para cualesquiera que sean los números a y b y la función fm, 
continua por trozos y acotada en el segmento la, bl. 


$ 8. INTEGRAL DE DIRICHLET 


En este párrafo deduzcamos una fórmula que expresa la n-ósima 
suma parcial de una serie de Fourier mediante cierta integral. 
Necesitaremos de esta fórmula en los párrafos siguientes. 

Examinemos la n-ésima suma parcial de una serie de Fourier 
para la función periódica f (z) de período 2л: 


Sn (3) == 2 + ё@ (а, соз kx -+ by sen Кл), 
donde 


а= 1. | 1 (0) cos kt dt, n=} f f (0) sen kt dt. 


“п 
Introduciendo estas expresiones en la fórmula рага s, (zx), obtenemos: 
а 


„== | rous 
i л 
к У [esk і осона p nt | ОГ 
= n 
h=4 л жу, 


o introduciendo cos kz у sen kz bajo el signo de la integral (lo que 
es posible, puesto que cos kz y sen kx no dependen de la variable 
de integración, y por consiguiente, pueden considerarse como cons- 
tantes), obtenemos: 

а 


з (@) =-- | 10 d+ 
2л 


25 
п. л 


+2 X [| Í (t) соз Ку соз kt dt +- f riosenteson tar] 


к= Сл 
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Sacando ahora 1/л fuera de los paréntesis y sustituyendo la suma 
de integrales por la integral de la suma, tenemos: 


$e m=2 f (e + > [f (4) cos kz cos kt + f (t) sen ka sen м) dt, 


la =1 


ó 


Sn (х) =t fro [+ +) (cos kt cos kz + зеп kt sen | dt = 
= 


-1 (лора (1) 


а 
Transformemos la expresión comprendida entre los corchetes, Sea: 


о.) + соз 2 4- соз 22 + ... + соз nz; 


entonces: 
20n (2) соз z = соз z+ 2coszcosz4-20082c0522+... 
... --2 соз z соз nz = соз z + (1 + соз 22) + 
4- (соз 2 4- соз 3z) + (соз 22 + соз 42)+... 
... +Е1соз (л — 1) 24 соз (п -+ 1) 2] = 14-2052 + 
4-2 соз 224... 4- 2 соз (п — 1) 2 созп2 -- соз (п 1) 2 
6 20, (2) соз z = 2о„ (2) — соз nz + cos (n + 1) 2, 


Рего: 


соз п2 — соз (п +1) 2 = 2 зеп (2л + 05 sen + Й 


1—cos2=2sent -5 . 

Рог consiguiente, 
sen (2n-+1) $ 
On (2) = ——_——_—= 


2 sen + 
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De este modo, se puede escribir la igualdad (1) en la forma: 


л tz 
sen(2n+ 1) == 
1 fro—— r a. 


s (2) = 


Puesto que el integrando es periódico (de período 2л), la integral 
conserva su valor en cualquier segmento de integración de longitud 
27. Por eso podemos escribir: 


Introduzcamos una variable nueva о, poniendo 1— = = а, 
t=z+a. Obtendremos, pues, la fórmula: 


1 Ч sen (28-1) $ 
Sa (0) = —— ено 2. (2) 
е 2 sen 


La integral del segundo miembro se Пата integral de Dirichlet. 

Pongamos en esta fórmula ў (х) = 1, entonces: ay = 2, ar = 0, 
bx=0 cuando k>0; por consiguiente, з, (х) = 1 para cualquier п, 
y obtenemos la identidad: 


4 л sen(2n+ D5 
i= EE da, (3) 
A 2sen га 


que será necesaria a соп!їппасїбп. 


$ 9. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER 
EN UN PUNTO DADO 


Supongamos que la función f(x) es continua por trozos en el 
segmento [—a, л]. 

Multiplicando ambos miembros de la identidad (3) del párrafo 
anterior por f(x) e introduciendo f(x) bajo el signo de la integral, 
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obtenemos la igualdad: 


2 зеп(2л-+-1)% 
= | о. 
-s 2sen 5 
2 


Sustrayamos, miembro a miembro, esta igualdad de la igualdad (2) 
del párrafo anterior y obtenemos: 


1? sen (2л +1) $ 
9-1 | + o 101 —— ds. 
la 2sen $ 


De este modo, la convergencia de la serie de Fourier al valor de la 

función f (2) en el punto dado depende de la convergencia hacia 

cero de la integral del segundo miembro, cuando n —> оо. 
Dividamos la última integral en dos integrales: 


4 1 соз y 
оо еза ло senna da + 
-а 2sen y 
441 Fue ) – 1091 созпа da, 
ОТТ т + a) — f (2)] co: » 
a 


utilizando la fórmula sen (2n + 105 = sen na cos $ + cos nasen 5 


Dividamos la primera integral del segundo miembro de la última 
igualdad, en tres integrales: 


a a 
4 соз 7 
за (0) —/(@= т [ueta 10)] senna da + 
-0 2sen $ 
rá cos Š 


sen na da + 


+4 {| reto- — 


са 2sen y 
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$ а wy 
+t иеа лә senna da + 
> 


2sen $ 


+4 | (+) 195 совла да. 


Pongamos: 
[+01 


Ф, (о) 2 


Сото f (т) es una función acotada y continua por trozos, Ф, (a) 
también es una función de a, periódica, acotada y continua por trozos. 
Por consiguiente, la última integral del segundo miembro tiende 
а cero cuando п + оо, puesto que es coeficiente de Fourier de esta 
función. La función 


a 
cos 5 


De (a) = [7 (z + a) —$(2)] 


a 
2sen 7 
es acotada cuando — л < а < — 6 y 6 < а < л, además: 


Ф, (а M му—!—, 


e 
2sen 3 
donde M es el límite superior de la magnitud |f (2) |. Además, 
la función Ф, (a) es también continua por trozos. Por consiguiente, 
en virtud de Jas fórmulas (5) del $ 7, las integrales segunda y tercera 
tienden a cero, cuando n —> оо. 
De este modo, se puede escribir: 


1 2 соз Š 
lím [sn (2) — f (2)] — lím 1 еза 709) — senna dæ. (1) 
ра =) 2sen 5 


La integración en la expresión del segundo miembro se efectúa 
en el intervalo — 8 < a < б; por consiguiente, la integral depende 
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del valor de la función f(x) solamente en el intervalo comprendido 
entre z—6 y 24-5. De este modo, de Ја última igualdad se deduce 
una proposición importante: la convergencia de la serie de Fourier 
en el punto dado z depende solamente del comportamiento de la función 
f(z) en la vecindad, por pequeña que sea, de este punto. 

En esto consiste así llamado principio de localización durante 
el estudio de las series de Fourier. Si dos funciones f,(2) y Їз (х) 
coinciden en la vecindad de cierto punto т, entonces sus series de Fourier 
convergen о divergen simultáneamente en el punto dado. 


$ 10. ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES 
PARA LA CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE FOURIER 


En el párrafo anterior hemos mostrado que si una función ў (х) 
es continua por trozos en el segmento [—x, л], la convergencia 
de su serie de Fourier en el punto dado z al valor de la función f (xp) 
depende del comportamiento de la función en cierta vecindad arbi- 
trariamente pequeña [zo—6, zo+-5] de centro en el punto zp. 

Demostremos, ahora, que si la función f(x) en la vecindad zo 
es tal que existen los límites finitos 


иш LAED E _ y, a) 
а-+—9 а 

im 1620190 —/ (20) _ 
m е. = =ky (2) 


y еп el mismo punto xy la función es continua (fig. 370), entonces *) 
la serie de Fourier converge en este punto al valor correspondiente 
de la función f (z). 

Demostración. Examinemos la función Ф, (а) determinada 
en el párrafo anterior: 


= 
Ф, (а) = [f (20 +a) —1(20)1——=G 5 
2 sen -5 


2 


puesto que la función f(x) es continua por trozos en el segmento 
[—я, л] y continua en el punto zp, entonces es continua en cierta 


*) Si se cumplen las condiciones (1) y (2), se dice que la función / (z) tiene 
en el punto т una derivada a la derecha y una derivada a la izquierda. En la 
fig. 370 está representada una función donde k=tgqu, ke=tg po ki + Ку. 
ЗГ lado, es decir, si las derivadas a la derocha y a la izquierda son iguales, 
la función es derivable en el punto dado. 
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vecindad [xy — ô, zp + ôl del punto zp. Por eso la función Ф, (a) 
es continua en todos los puntos donde а 5 0, y | а | < ё. Cuando 
а = 0, la función Ф, (a) no está definida. 


y 


0 х 7 
Fig. 370 


Hallemos los límites lím Ф, (a) у lím Ф, (a), utilizando las 
—0 0+0 
condiciones (1) у (2): EE 


cos 5 
lím Ф, (а) = lim [f (zo + а) —f(20)] = 
“0-0 а-0—0 a 

ES 


E 
Ilzo +a) —f (zo) 2 


| є 
lím соз 2 
ao. a sen а 
Я 
2 
Па 89) IE: qm 2 tim оов. 
ao а ao аазо-0 2 
ше 


De este modo, si determinamos adicionalmente la función 
Ф, (a) poniendo Ф, (0) = Кү, ésta será continua en el segmento 
1—6, 0], y por consiguiente, también acotada. De modo análogo 
demostremos que 


lím Ф, (а) = ka. 
ato 


Por consiguiente, la función Ф» (a) es acotada y continua en 
el segmento [0, ô]. Por lo tanto, en el intervalo [—8, 8] la función 
Ф, (a) es acotada y continua por trozos. Regresemos ahora a la igual- 
23-538 
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dad (1) $ 9 (designando = por ль) 


А а 
| ИР cos% 
lim [sn (20) — f (z)] = lím = \ [f (zo + a) —f(20] = зеппа da 
a pa 8 
А ЕЕ 
ё 
5 
lim [s (r) —/(2)]= lim £ | фу) seuna da, 
Basándonos en las fórmulas (5) del $ 7, deducimos que el límite 


del segundo miembro es igual a cero, por eso 
lim [sn (20) — f (20)]=0 
ar 


lím sn (ду) = f (xo). 
El teorema queda así demostrado. 

La diferencia entre el teorema demostrado y el teorema formu- 
lado en el § 1 consiste en lo siguiente: como sabemos en el teorema 
del $ 1 para la convergencia de la serie de Fourier en el punto zp 
hacia el valor de la función f (т) es necesario cumplir la condición de 
que z sea un punto de continuidad en el segmento [—a, n] y la 
función sea monótona por trozos; en el teorema recién demostrado 
es necesario que la función sea contínua en el punto лу y que se 
cumplan las condiciones (1) y (2), mientras la función sea continua 
por trozos y acotada en todo el intervalo [—л,‚ xl. Es evidente que 
estas condiciones son diferentes. 


Observación 1. Si una función continua por trozos es derivable 
en el punto zo, es evidente, que se cumplen las condiciones (1) y (2). 
Con ello, К, = К». Por consiguiente, en los puntos, donde la función 
1 (ж) es derivable, la serie de Fourier converge hacia el valor de la 
función en el purito correspondiente, 


Observación 2. 1°. La función examinada en el ejemplo 2 $ 2 
(fig. 358), satisface a las condiciones (1) y (2) en los puntos 
0, +21, +4n, ... En todos los demás puntos esta función es deri- 
vable, Por consiguiente, la serie de Fourier de esta función converge 
en cada punto hacia el valor de dicha función. 

2°. La función examinada en el ejemplo 4 $ 2 (fig. 361), satisface 
a las condiciones (1) y (2) en los puntos л, +31, +51. En todos 
estos puntos esta función es derivable y se representa por una serie 
de Fourier en cada punto. 
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3”. La función examinada en el ejemplo 1 $ 2 (fig. 357) es dis- 
continua en los puntos -Ел‚ +31, +51. En todos los demás puntos 
esta función es derivable. Por consiguiente, en todos los puntos, 
excepto los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier, que 
le corresponde, converge hacia el valor de la función en los puntos 
correspondientes. En los puntos de discontinuidad la suma de la 
serie de Fourier es igual al medio aritmético de los valores límites 
de la función a la derecha y a la izquierda, en el caso dado la suma 
es igual a cero. 


$ 11. ANALISIS ARMONICO PRACTICO 


La teoría del desarrollo de las funciones en series de Fourier 
se llama análisis armónico. Hagamos ahora algunas observaciones 
acerca del cálculo aproximado de los coeficientes de la serie de 
Fourier, es decir, respecto el análisis armónico práctico. 

Como es sabido, los coeficientes de Fourier de la función f (z) 
de período 2л se determinan por las fórmulas 

д 


я 
1 1 
а= = оа а= = | Í (z) cos kz йт; 
“в “a 
Р 
ъ= f 102) sen kz dz. 
“a 
En muchos casos de la práctica la función f (т) se da o bien en forma 
de tabla (cuando la dependencia funcional se obtiene como el resul- 
tado de un experimento), o bien en forma de una curva trazada por 
cierto aparato. En estos casos el cálculo de los coeficientes de Fourier 
se realiza mediante los métodos aproximados de integración (véase 
$ 8, cap. XI, tomo 1). 
Analicemos el intervalo —л < т < л de longitud 2л. Se puede 
lograrlo con la elección correspondiente de la escala en el eje Oz. 
Dividamos el intervalo [—a, л] en n partes iguales por los puntos 


To m Ry 21, La... 23 = л. 


En este caso la longitud de un segmento parcial será igual a 


ar=2, 
n 


Designemos los valores de la función f (z) en los puntos 20, 21, 
23, . ., Tp, respectivamente, рог 


Yos Yis Yas ---> Yn- 
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Determinamos estos valores o bien per la tabla, o bien por la gráfica 
de la función dada, midiendo las ordenadas correspondientes. 

Entonces, utilizando, por ejemplo, la fórmula de rectángulos 
(véase la fórmula (1) $ 8, cap. XI, tomo 1), determinamos los coefi- 
cientes de Fourier: 


ЕД 
Existen esquemas elaborados para simplificar el cálculo de los 
coeficientes de Fourier. No podemos detenernos aquí en los detalles, 
pero notemos que existen aparatos (así llamados analizadores 
armónicos) que según la gráfica de la función dada, permiten cal- 
cular los valores aproximados de los coeficientes de Fourier. 


$ 12. INTEGRAL DE FOURIER 


Sea la función f (x) definida еп el intervalo infinito (—oo, оо) 
y absolutamente integrable en éste, es decir, existe la integral 


Í 111 а= 0. 0) 
Sea también la función f (т) tal, que se desarrolla en una serie 
de Fourier en todo intervalo (—l, +1): 
1@ => ] Ураза 2 
donde pe 
1 1 
а, z | ricos ras, br z [rosa @) 


м Ыы 
Poniendo en la serie (2) las expresiones de los coeficientes a, у bx 
de las fórmulas (3), se puede escribir: 


19100 [riot cajeros 
5, 


х= “М 


1 Й 

кл ) кл 1 | 

t) sen == t dt | =: Pa 89 
+(frosn TS sen 1 z 21 н) d+ 


ч 


= 1 
+4 р fro [cost toost оъ зоп) a 


k= =l 1 l 


Integral de Fourier 357 


1 1 
1 1 ` kn (t — 2) 
ta jro ре | 1@) соз 1 йш (4) 


Analicemos el problema de qué forma tome el desarrollo (4) durante 
el paso al límite, cuando 1— оо. 
Introduzcamos las siguientes designaciones: 
л 2л kn л 
жзг, оаа... O, py аы (5) 


Sustituyéndolas en (4), obtenemos: 


1 е г 
1 1 
1037) 100+ 2), (frosat-a а) Ао. (6) 


я 


Cuando І —» оо, el primer término del segundo miembro tiende а cero. 
En efecto, 


| $ = 


1 1 1 1 
21 \тшша|< 21 2 21 (шш q. 


R Es “= 


Para cualquier 1 fijado la expresión entre paréntesis es una fun- 
л 
l 
hasta œo. Indiquemos sin demostración que si la función f (z) es 
monótona por trozos en cada intervalo finito, acotada en el intervalo 
infinito y satisface а la condición (1), entonces, cuando l—» оо, 
la fórmula (6) toma la forma: 


ción de a, (véanse las fórmulas (5)) que toma los valores desde 


te= | ($ оссе оа) а. (7) 
о ‘25 
La expresión del segundo miembro se Пата integral de Fourier para 
la función f (z). La igualdad (7) tiene lugar para todos los puntos 
donde la función es continua. En los puntos de discontinuidad se 
enmple la igualdad 


1 (({ s0coar—na)a=1EFDF1G0, (т) 
л A 2 


Transformemos la integral del segundo miembro de la igualdad 
(7), desarrollando la expresión cos a (t — z): 


соз а (t — т) = cos al cos ах + sen at sen az. 
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Poniendo esta expresión en la fórmula (7) y sacando cos az y sen аг 
fuera de los signos de integrales, en las que integramos respecto a la 
variable £, obtenemos: 


На = z f ( |] 10 cost de) совал да + 
° 


+f (f romaa) unazaa (8) 


Cada una de las integrales respecto a £, que se hallan entre parénte- 
sis, existe, puesto que la función f (t) es absolutamente integrable 
en el intervalo (— co, оо), y por consiguiente, son absolutamente 
integrables también las funciones / (0) cos at y f (t) sen at. 
Examinemos los casos particulares de la fórmula (8). 
1. Sea f(z) par. En este caso f (t) cos at es una función par 
у f(t) sen at es impar y obtenemos: 


? 10) cos at dt = 2 ў усов олй, 
Zo o 


$ FO senatdt=0. 


En este caso la fórmula (8) toma la forma: 


= f ( { Htocosat at) cos azda. (9) 
о 0 

2. Sea f (z) impar. Analizando el carácter de las integrales en la 
fórmula (8), en este caso, obtenemos: 


а= 2 f ( fro senat а) sen az йа. (10) 
о о 

Si la función f (т) esta definida sólo en el intervalo (0, оо), pode- 
mos representarla, para z > 0, tanto por la fórmula (9), como por 
(10). En el primer caso la definimos adicionalmente en el intervalo 
( — оо, 0) de modo par, y en el segundo caso, de modo impar. 

Notemos una vez más que en los puntos de discontinuidad, en * 
vez de la expresión f (т) en los primeros miembros de las igualdades 
(9) y (10) conviene escribir la expresión 


4@+0@+/@—0) 
2 
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Regresemos a la fórmula (8). Las integrales comprendidas entre 
paréntesis son funciones de a. Introduzcamos las designaciones: 


А «= 1. ( f (t) cos at dt, 


В(ау= 1 ( 1D паѓа. 
Entonces, podemos escribir la fórmula (8) así: 


= fia (а) соз az + В (a) sen ax] da. (11) 


è 
Se dice que la fórmula (11) da el desarrollo de la función f (х) en 
armónicas con frecuencia а que varía continuamente desde O hasta 
оо. La ley de distribución de las amplitudes y de las fases iniciales 
en función de la frecuencia а es expresada mediante las funciones 
A (a) y B (a). Regresemos a la fórmula (9). Pongamos: 


Р(о) = ү? ( $ (1) cos at dt, (12) 


° 
entonces, la fórmula (9) toma la fórma: 


На) = и | F (а) cos az da. (13) 


о 
La función F (а) se Пата transformación coseno de Fourier рага la 
función f (а). 

Si en la igualdad (12) consideramos F (a) como una función dada 
y f(t), como desconocida, entonces esta igualdad es la ecuación 
integral рага la función f (tł). La fórmula (13) da la solución de esta 
ecuación. 

Basándonos en la fórmula (10) podemos escribir las siguientes 


igualdades: 
Ф (о) = VÈ {лона dt, (14) 
y 
19 = ҮЗ fow зеп az da. (15) 


° 
La función Ф (а) se llama transformación seno de Fourier. 
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Ejemplo. Sea 
Ho)=0% (8>0, 220). 
Según la fórmula (12) determinamos la transformación coseno de 


Fourier: 
Р) = vi je e eosar a= Z pio 


Según la fórmula (14) TEA la transformación seno de Fourier: 


owy {амар E 
o 


Según las fórmulas (13) y (15) ballamos jas correlaciones mútuas: 


Ha 8 A (290), 


(к >0). 


$ 13. INTEGRAL DE FOURIER EN FORMA COMPLEJA 


Si en la integral de Fourier (fórmula (7) $ 12) está entre parón- 
tesis la función par de a, por consiguiente, ésta está definida tam- 
bién para los valores negativos de а. De esto se deduce que podemos 
escribir la fórmula (7) en la forma: 


AS | 
= $ (Гоо = a) de. a) 


Examinemos ahora la siguiente expresión que es idénticamente 
igual a cero: 


y (ў 10) sen a (t — z) dt) da = 0. 


La expresión del primer miembro es idénticamente igual a cero, 
puesto que la función de a entre paréntesis es una función impar 
y la integral de una función impar dentro de los límites de —M 
a +M es igual a cero. Es evidente que 


жш $ (7 ¡sena (0—2) 4) 4—0 
жа DON 


i (Ў fO sena (е — а) dt)da=0. (2) 
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Observación. Aquí es necesario explicar la siguiente circuns- 
tancia. Una integral convergente con límites infinitos se deter- 
mina así: 


> r > 
J o da= | parda +) o(a) da= 


= lim | і qada lim Гев а 0) 


a condición de que exista cada uno o de los límites del “segundo miem- 
bro (véase $ 7, cap. XI, tomo 1). Pero, en la igualdad (2) hemos 
escrito: 


7 оола = Jim ОГ? UN) 


-M 
Es evidente que Puede ocurrir que el límite (**) existe, pero no 
existen los límites del segundo miembro de la igualdad (+). La 
expresión del segundo miembro de la igualdad (**), se llama valor 
principal de la integral. Pues, en la igualdad (2) se estudia el valor 
principal de la integral impropia (exterior). En el mismo sentido 
serán escritas también las integrales posteriores de este párrafo. 


Al multiplicar los términos de la igualdad (2) por A y sumar 
con los miembros correspondientes de la igualdad (1), obtenemos: 


19= f [| 10 cosa @— а) + isona @— а) ааа 


E. A ТГ jatta) 
наа | рое a] da. (3) 


Esta es precisamente la integral de Fourier en forma compleja. 
Podemos escribir la fórmula (3) en la forma siguiente: 


Oz 0 af roca) ¡ia ja, 


En virtud de la última igualdad, tenemos: 


А 1 А 
Е" (a) == е dt, 
(a) Va | 10е (4) 


1 as 
19= |r )е'® da. (5) 
(2) Vaz, (a) e (5 
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La función Р» (а), determinada рог la fórmula (4), se Пата 
transformación de Fourier para la función f (z). La función f (2), 
determinada por la fórmula (5), se llama transformación inversa 
de Fourier para la función F* (a) (las transformaciones difieren 


por el signo de i). 


Ejercicios para el capítulo ХҮП 
1. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—a, л) la función 
1 (ж) = 2z рага 0 <= < л, 


1 (z) = = рага –л <= < 0. 
Respuesta: 


2 (сове cos 3r „a {senz mnz sen3z _ 
(есерде р Ja (29 Ий Эй, 

2. Utilizando el desarrollo de la función /(=)=4 en ня (0, л) 
en senos de arcos múltiples, calcular la suma de la serie 1 4-1-4... 


Respuesta: 4 
3. Aplicando el desarrollo en una serie de Fourier de '1 función / (z)= 23, 
calcular la suma de la serio ~p- ar +47 уг 


m 
Respuesta: TE: 


4. Desarrollar la función /(=)=-37—7 en una sorio de Fourier on ol 


12 
intervalo ( 
Respues 


а). 


cos Ps2r ,cosde cosár 
2 ES 42 


5. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—x, л) la función 
(2+2) 
2 


1)= – para —a<z<0, 


Iez) para 0<z<a 
Respuesta: 


senz sen 22-3. 5еп 32-4... 


6. Desarrollar en una serio de Fourier en el intervalo (—л, x) la función 
1()=—xz para —n<z<0, 


1()=0 рага 0<=<л. 
Respuesta: 


2 cos(2n+4)2_ жу n- SON AZ 
CE 23 a Y mA. 


n=1 
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7. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—л, л) la función 


—a<r<o0, 
0<z<a, 


Respuesta: 


1 6 & sn(2n+1)z 
ЕХ 2+1 


n=0 


8. Desarrollar la función f(x)==2 en el intervalo (0, л) en una serie 
de senos. 
Respuesta: 


23 (унн (E $r} sen nz, 
РЕ 


9. Desarrollar la función у соз 22 en el intervalo (0, л) en una serie 
de senos. 


Respuesta: 
10. Desarrollar la función у == ѕеп = en el intervalo (0, л) en una serie de 
cosenos. 


* 


Respuesta: 
4751 соз 2r соз 42 
[+++]. 
11. Desarrollar en una serie de Fourier la función y=e* en el intervalo 
0—1, 0). 
Respuesta; 


e (—1)" cos EE 1)" son "FE 


Hilo Y р 6—0 y рим: 


“= 


n=1 nt 
12. Desarrollar la función f(x)=2x en una serie de senos en el inter- 
valo (0, 4). 
Respuesta: 


2 {у cos2mar 
с зна 
i 
13. Desarrollar en una serie de senos la función / (=) == en el inter- 
valo (0, 1). 
Respuesta: 


nnz 


еа зеп —— 
21 = 
253 (дун E. 


"=1 
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14. Desarrollar la función 


_[ =z para 0<=<t, 
I=] 2—z para 1<7<2 
en el intervalo (0, 2): D en una serie de senos; 
) en una serio de cosenos; 
Respuesta: 
зеп (27 + 4) az 


a) wac 1)" — 


A 4 У cos (2n-+4) nz 
Ha 


CAPITULO ХҮШ 


ECUACIONES DE LA FISICA MATEMATICA 


$ 1. TIPOS FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES 
DE LA FISICA MATEMATICA 


Se llaman ecuaciones fundamentales de la física matemática 
(para el caso de unas funciones de dos variables independientes) 
a Jas siguientes ecuaciones diferenciales con derivadas parciales 
de segundo orden. 


1. Ecuación de onda: 


бирби. (1 
ot or 
A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de vibraciones transversales de una cuerda, vibraciones 
longitudinales del vástago, oscilaciones eléctricas en un conductor, 
oscilaciones torsionales de un árbol, oscilaciones de un gas, ete. 
Esta ecuación es la más sencilla de tipo hiperbólico. 


И. Ecuación de conducción de calor o ecuación de Fourier: 
du 


at (2 


A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de propagación de calor, filtración de líquido y gas en 
un medio poroso (por ejemplo, filtración de petróleo y gas en are- 
niscos subterráneos), algunos problemas de la teoría de probabili- 
dades, etc. Esta ecuación es la más sencilla de tipo parabólico. 


UI. Ecuación de Laplace: 


Фи, ди 
221 айб (3) 
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El examen de los problemas sobre campos eléctricos y magné- 
ticos, sobre el estado térmico estacionario, problemas de Ja hidro- 
dinámica, difusión, etc., plantea la necesidad de analizar esta 
ecuación. Esta ecuación es la más sencilla de tipo elíptico. 

En las ecuaciones (1), (2) y (3) la función desconocida u depende 
de dos variables. Se estudian también las ecuaciones correspondien- 
tes para unas funciones con mayor número de variables, Así, la 
ecuación de onda con tres variables independientes tiene la forma: 


Pu _ (& 2i) ү; 
аё“ bar ы @) 


la ecuación de conducción de calor con tres variables independientes 
tiene la forma: 


(2) 


= a(i) 
д? ду, 
la ecuación de Laplace con tres variables independiente tiene la 
forma: 
Pu, du, би 
A 
әг ду ғ 


(3) 


$ 2. ECUACIÓN DE OSCILACIONES DE UNA CUERDA. 
FORMULACION DEL PROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO. 
ECUACIONES DE OSCILACIONES ELECTRICAS 
EN LOS CONDUCTORES 


En la física matemática bajo el término de cuerda se entiende 
un hilo flexible y elástico. Las tensiones que surgen en la cuerda en 
cualquier momento, están dirigidas por la tangente a su perfil, 
Supongamos que еп el momento inicial la cuerda de longitud l está 
dirigida a lo largo del segmento del eje Ox desde O hasta 1. Supon- 
gamos también que los extremos de la cuerda están fijados en los 
puntos т = 0 y х = l. Si desviamos la cuerda de su posición inicial 
y luego la dejamos en libertad, o bien, sin desviar la cuerda, si 
damos en el momento inicial a sus puntos cierta velocidad, o si 
desviamos la cuerda y damos a sus puntos cierta velocidad entonces 
los puntos de la cuerda comienzan a realizar unos movimientos y se 
dice que la cuerda comienza a vibrar. El problema consiste en la 
determinación de la forma de la cuerda en cualquier momento y en 
la determinación de la ley de movimiento de cada punto de la cuerda 
en función del tiempo. 

Analicemos pequeñas desviaciones de los puntos de la cuerda 
a partir de la posición inicial. Por tanto, se puede suponer que el 
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movimiento de los puntos de la cuerda se efectúa perpendicularmente 
al eje Oz y en un mismo plano. Bajo esta suposición el proceso de 
oscilación de la cuerda se describe рог una función и (т, t), que da 
la magnitud de desplazamiento de un punto de la cuerda de abscisa z 
en el momento + (fig. 371). 

Puesto que examinamos pequeñas desviaciones de la cuerda 
en el plano (z, u), supongamos que la longitud del elemento de la 


Fig. 871 


cuerda — М.М» es igual a su proyección sobre el eje Ox, o sea *), 
— MM: = zo — тү. Supongamos también que la tensión es igual 
en todos los puntos de la cuerda; designemos esta tensión por 7. 


Fig. 372 


Analicemos el elemento de la cuerda MM” (fig. 372). En los 
extremos de este elemento actúan las fuerzas 7 dirigidas por las 
tangentes a la cuerda. Supongamos que las tangentes forman con 
el eje Ох los ángulos y у p + Лр. Entonces, la proyección sobre 
el eje Ou de las fuerzas que actúan sobre el elemento MM” será 
igual a Tsen (p + Аф) — Tsen q. Puesto que el ángulo ф es peque- 


*) Esta suposición equivale al despreciamiento de la magnitud u'% en 
comparación con 1. En efecto, 


ма Уа 0 (на 


жї а 
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ño, podemos poner tg q = зеп Фф, entonces tenemos: 
Т sen (p + Аф) — T зеп ф = 


етае др Tigr ZEAR i) диб, 2] 


дт дт 


pFu(z+0Az, 0] 
de 


0<0<1 
(aquí hemos utilizado el teorema de Lagrange para la expresión 
comprendida entre corchetes). 
Para obtener la ecuación del movimiento, hay que igualar las 
fuerzas exteriores, aplicadas al elemento, a la fuerza de inercia. 
Sea p la densidad lineal de la cuerda. Entonces la masa del elemento 


_ pulz, y) 
Ах л Т 22 Az, 


de la cuerda será pAz. La aceleración del elemento es igual a pu 


de” 
Por consiguiente, según el principio de d'Alembert, tenemos: 
Pu Фи 
Ar—=T-— Az. 
гё dx 


Reduciendo por Ах y designando por z = а?, otenemos la ecuación 
del movimiento 


fu _ „ди 


RA ELA 


ә? дї? ` 


Esta es la ecuación de onda, o sea, ecuación de vibración de la cuerda. 
Para la determinación completa del movimiento de la cuerda la 
ecuación (1) es insuficiente. La función desconocida u (z, t) debe 
satisfacer además a las condiciones de contorno que indican lo que 
se hace en los extremos de la cuerda (x = 0 y z = l), y a las con- 
diciones iniciales que describen el estado de la cuerda en el momento 
inicial (t = 0). El conjunto de las condiciones de contorno e inicia- 
les se llama condiciones con valores de contorno. 

Sean, por ejemplo, como hemos supuesto, fijos los extremos de 
la cuerda рага х = 0 y т = l. Entonces, para todo t han de cum- 
plirse las igualdades: 

u (0, ġ = 0, (2 

u (1, 0) = 0. (2) 

Eatas igualdades son las condiciones de contorno para nuestro pro- 
lema. 
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En el momento inicial £ = 0 la cuerda tiene una forma determi- 
nada que le hemos atribuido. Sea esta forma determinada por la 
función f (2). De este modo, debe ser 


u(z, 0) =u |== f (2). 8) 
Luego, en el momento inicial ha deser dada la velocidad en cada 


punto de la cuerda que se determina рог la función q (2). De este 
modo, debe ser 


ди 
ale (8) 


Las condiciones (3) y (3”) son las condiciones iniciales. 


Observación. En particular, puede ser / (2) = 0 0 q (z) = 0. 
Pero, si f (х) = 0 y q (z) == 0, entonces la cuerda está en reposo, 
por consiguiente, ш (x, t) = 0. 

Como hemos indicado arriba, a la ecuación (1) conduce también 
el problema de las oscilaciones eléctricas en los conductores, Demos- 
tremos esto. La corriente eléctrica en el conductor se caracteriza 
por la magnitud i (z, £) y la tensión v (z, £) que dependen de la coor- 
denada x del punto del conductor, y del tiempo t. Examinando el 
elemento del conductor Ат, podemos escribir que la caída de ten- 


sión en el elemento Az es igual a р (z, t) — v (z + Az, 0) 2 Ах. 
Esta caída de намод se compone de la óhmica, igual а па, е 
inductiva, igual ай L Az. 


Pues, 


-2 Ar= 14е 9-1, (4) 


дг 
donde R у L son resistencia y coeficiente de autoinducción calcu- 
lados por una unidad de longitud del conductor. El signo de menos 


se toma porque la corriente fluye en dirección inversa al incremento 
de v. Reduciendo por Ах, obtenemos la ecuación 


дь д 
——+1{Н-„1——=0. 
a ++ Г (5) 


Luego, la diferencia entre la corriente que sale del elemento Az 
у la corriente que entra en éste рог el tiempo At, será: 


lle, )—i(2+ Az, nai Azat 
24 


24—538 
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Una parte de esta diferencia se gasta para cargar elemento y es 
igual a СА 2° At; la otra parte se gasta en forma de fuga а tra- 


vés de la superficie lateral del conductor debido a la imperfección 
del aislamiento у es igual a Av AzAt (aquí, A es el coeficiente 
de fnga). Jgualando estas expresiones y reduciendo por Az At, obte- 
nemos la ecuación 


дї др 
— +C— 4 Ар=0. (6) 
Сены Тл а 6) 


Las ecuaciones (5) y (6) suelen llamarse ecuaciones telegráficas. 

Del sistema de ecuaciones (5) y (6) se puede obtener la ecuación 
que contiene solamente la función desconocida i (z, t) y la ecuación 
que contiene solamente la función desconocida v (т, t). Derivemos 
los términos de la ecuación (6) respecto a т y los términos de la 
ecuación (5), respecto a f, y muliipliquémoslos por С. Después 
de la sustracción obtenemos: 


А n 
a RA 
ар ог ES Г 


Ae e ss, ðv РА 
Poniendo еп la última ecuación la expresión Ss de la ecuación (5), 
tenemos: 


6 
2, 2; i 
д. отону Ат): T (7) 
әд? д? t 


De modo análogo se obtiene la ecuación para Ja determinación 
de v (z, 2): 

Po Po dv 

—¿=CL—7 + (СВ + AL) — + ARov. 8) 

92 аё © 25 ак Т (8) 

Si se puede despreciar la fuga a través del aislamiento (A = 0) 

y la resistencia (R = 0), las ecuaciones (7) y (8) pasan en las ecua- 
ciones de onda: 


Po 


09 адо до 
de 


аё ' 
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-ir - Partiendo de las condiciones fisi- 


cas, se formulan las condiciones de contorno e iniciales del pro- 
blema. 


donde está designado: а? = 


$ 3. SOLUCION DE LA ECUACION 
DE VIBRACIONES DE UNA CUERDA 
POR EL METODO DE SEPARACION 
DE LAS VARIABLES (METODO DE FOURIER) 


El método de separación de las variables (o método de Fourier) 
ue examinemos ahora, es típico para la solución de numerosos 
problemas de la física matemática. Supongamos que se requiere 
hallar la solución de la ecuación 


(1) 


que satisface a las condiciones con valores de contorno siguientes: 


u(0, t)=0, (2 
u(l, 0) =0, (3) 
u(z, 0) = /(х), (4) 
ди 

Е =0 (2). (5) 


Busquemos la solución particular de la ecuación (1) (que no es 
igual idénticamente a cero) que satisface a las condiciones de con- 
torno (2) y (3) en forma de un producto de dos funciones X (2) y 7 (2) 
de las cuales la primera depende solamente de x, y la segunda, sola- 
mente de t: 

u (z, t) = X (2) 7(). (6) 


Poniendo en la ecuación (1), obtenemos: X (2) 7” (t) = a*X” (2) T (0 
y, dividiendo los términos de la igualdad рог а 7, 


r X 
dr x 

En el primer miembro de esta igualdad se encuentra la función 
que no depende de z, en el segundo, la función que no depende de t. 
La igualdad (7) se verifica sólo en el caso en que los miembros 


primero y segundo no dependen ni de 2, ni de ż, es decir, son iguales 
а un número constante. Designémoslo por — А, donde А > 0 (luego 


240 


(7) 
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examinemos también el caso de А < 0). Pues, 


r_£_. 
AT Х 
De estas igualdades obtenemos dos ecuaciones: 
X’ +X = 0, (8) 
Т" + ат = 0. 


Las soluciones generales de estas ecuaciones serán: (véase 
сар. ХІПІ, $ 21): 


X (2) = A cos Viz + B sen Vaz, (10) 
Т (2) =Ccosa Vht + D sena VAL, (М) 
donde А, В, С, D son constantes arbitrarias. 
Sustituyendo las expresiones X (z) y 7 (t) en la igualdad (6), 
obtenemos: 
u (z, t) = (А соз Var + В sen Vaz) (С соз а Vit + D sena Vht). 


Escojamos ahora las constantes А y В de modo que se cumplan las 
condiciones (2) у (3). Puesto que 7 (2) 5& 0 (en caso contrario 
u (т, t) = 0 lo que contradice a la condición planteada). la función 
X (z) debe satisfacer a las condiciones (2) y (3), es decir, ha de ser 
X (0) = 0, Х (1) = 0. Poniendo los valores z = 0 y z= len la 
igualdad (10), en virtud de (2) y (3) obtenemos: 


0=4-1+B-0, 
O= Acos VAL + В зеп VAL=0. 


De la primera ecuación hallamos que A = 0. De la segunda obte- 
nemos: 


В зеп VAL=0. 
В 0, puesto que en caso contrario sería X == 0 y u = 0, lo que 
contradice a la condición. Por consiguiente, debe ser: 


' sen УМ = 0, 
de donde 


Vi= €  (m=1,2..) (12) 


(no tomamos el valor п = 0, puesto que en este caso sería Х = 0 
у и = 0). Pues, hemos obtenido 


х= Ва. (13) 
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Los valores hallados de À se Патап propios para el problema dado 
con valores de contorno. Las funciones X (x), que les corresponden, 
se llaman funciones propias. 


Observación. Si tomamos en vez de — A la expresión + А = А, 
entonces la ecuación (8) adquiere la forma: 

х'—юх 

La solución general de esta ecvaciói 
X=Ad*4Be"*. 

La solución en semejante forma que difiere de cero no puede satis- 

facer a las condiciones de contorno (2) y (3). 
Sabiendo V% y aprovechando la igualdad (11) podemos escribir: 


т Ceos Tt- D son Tt (M=1,2,...). (14) 


Para cada valor de л, por consiguiente, para cada А, ponemos 
las expresiones (13) y (14) en la igualdad (6) y obtenemos la solu- 
ción de la ecuación (1) que satisface a las condiciones de contorno 
(2) y (3). Designemos esta solución соп u (т, 1): 


Un (z, дыт RT Dr sont), a5) 


Para cada valor de n podemos tomar sus constantes C y D, y por eso 
escribimos С„ y D, (la constante B está incluida en С„ y Dn). Puesto 
que la ecuación (1) es lineal y homogénea, entonces la suma de solu- 
ciones también es una solución, y por eso la función representada 
por la serie 


u(z, D= Xu (т, t) 


u (z, 0) ж Pri Dase ш) илл, 16 

( 2 i 1 (16) 

también será la solución de la ecuación diferencial (1) que satisfa- 
cera a las condiciones de contorno (2) y (3). Es evidente, que la 
serie (16) será la solución de la ecuación (1) solamente en el caso 
en que los coeficientes С, y D, son tales que esta serie converge 


y convergen las series que se obtienen después de la derivación doble 
término a término respecto а z уа t. 
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La solución (16) debe, además, satisfacer a las condiciones ini- 
ciales (4) y (5). Logremos esto, eligiendo las constantes С, y Dn. 
Poniendo en la igualdad (16) £ == 0, obtenemos (véase la condición 
(4): А 


= 
1@ = 2 sentia. (17) 


Si la función f (т) es tal que en el intervalo (0, /) podemos desarro- 
larla en la serie de Fourier (véase $ 1, cap. XVII), entonces se cum- 
ple la condición (17), si ponemos 


„= {осот ag 
$ 


Luego, derivamos los términos de la igualdad (16) respecto a £ y po- 
nemos t = 0. De la condición (5) se obtiene la igualdad 


TEDA 


ЕП 
Determinemos los coeficientes de Fourier de esta serie: 
пл 


T= т | vesat zar 


Р 
ll 
K 
оле 


Zw зеп” zde. a9 


Pues, hemos demostrado que si la serie (16), donde los coefi- 
cientes С„ y D, están determinados según las fórmulas (18) y (19), 
permite la derivación doble término a término, entonces, esta serie 
representa la función u (z, t) que es la solución de la ecuación (1) 
y satisface a las condiciones de contorno e iniciales (2) — (5). 


Observación. Al resolver el problema examinado para la ecua- 
ción de onda mediante otro procedimiento, se puede demostrar 
que la serie (16) representa la solución, también, en el caso en que 
esta serie no permite la derivación término a término. Aquí, la 
función f (z) debe ser dos veces derivable y Ф (z), una vez derivable. 
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$ 4. ECUACION DE PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO. 
PLANTEO DEL PROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO 


Examinemos un vástago homogéneo de longitud l. Supongamos 
que la superficie lateral del vástago no conduce el calor y que la 
temperatura es igual en todos los puntos de la sección transversal 
del vástago. Estudiemos el proceso de difusión del calor en el 
vástago. 

Dispongamos el eje Oz de modo que un extremo del vástago 
coincida con el punto z = 0, y el otro, con el punto т = l (tig. 373). 


[к= == == 


0 2 = Н 
Fig. 373 


Sea и (х, t) la temperatura en la sección de lvástago con abscisa т 
en el momento t. Experimentalmente está establecido que la velo- 
cidad de difusión del calor, es decir, la cantidad del calor que fluye 
a través de la sección de abscisa т por la unidad de tiempo, se deter- 
mina por la fórmula: 


ques rs, a) 


donde S es el área de la sección del vástago examinado y К es el 
coeficiente de conductibilidad térmica *). 

Analicemos un elemento del vástago comprendido entre las 
secciones de abscisas тү y 2: (22 — 2; Az). La cantidad del calor 
que pasa a través de la sección de abscisa дү, durante el tiempo At 
es igual a: 


(2) 


лага 


+) La velocidad de propagación del calor o velocidad del flujo térmico se de- 
tormina del modo siguiente: 


dondo AQ es la cantidad de calor que pasa por la sección S en el tiempo At. 
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La afluencia del calor AQ, — AQ» en el elemento del vástago рог 
el tiempo At es igual a: 


AQ; — AQ», ЕС [ i% 


sa] = 


Pu 
= „= AzSAt. (4) 


(Hemos aplicado el teorema de Lagrange para la diferencia 
ди ди ) 
бе|, ж)” 

Esta afluencia del calor por el tiempo At se gastó para elevar la 


temperatura del elemento del vástago en una magnitud Au: 
М AQ, — AQ, = cpAzS Au 


AQ;— АО, = epâzs Te At, (5) 


donde с es la capacidad calorífica de la sustancia del vástago, р es 
la densidad de la sustancia del vástago (pAzS es la masa del ele- 
mento del vástago). 

Igualando las expresiones (4) y (5) de la misma cantidad del 
calor AQ; — AQ», obtenemos: 


ÉL вм = eph LL м 
д? ôt 
ó 
ди Е ди 
7р por” 


Z=}, (6) 


Esta es precisamente la ecuación de propagación del calor (ecuación 
de conducción del calor) en un vástago homogéneo. 

Para que sea bien determinada la solución de la ecuación (6), 
la función u (z, t) ha de satisfacer a las condiciones con valores de 
contorno que corresponden a las condiciones físicas del problema. 
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Las condiciones con valores.de contorno para resolver las ecuaciones 
(6) pueden ser diferentes. Las condiciones que corresponden al así 
llamado primer problema con valores de contorno para 0 < t < Т, 
son siguientes: 
u (z, 0) = Ф (а), (7) 
и(0, 0) = 4. (0), (8) 
u(i, 0) =y (0. 9 


La condición (7) (condición inicial) físicamente corresponde al 
fenómeno siguiente: cuando t = 0, en diferentes secciones del vás- 
tago está dada la temperatura igual а q (z). Las condiciones (8) 
y (9) (condiciones de contorno) corresponden a que en los extremos 
del vástago, para z=0 y z=1l, se mantienen las temperaturas iguales 
a pi (t) y va (0), respectivamente. 

е demuestra que la ecuación (6) tiene la única solución en el 
сатро 0<x<1,0<t< Т, que satisface а las condiciones (7), 
(8), (9). 


$ 5. PROPAGACION DEL CALOR EN EL ESPACIO 


Examinemos el proceso de propagación del calor en el espacio tri- 
dimensional, Sea и (=, y, z, t) la temperatura en el punto de las 
coordenadas (z, y, 2) en el momento t. Experimentalmente está 
establecido que la velocidad del flujo del calor a través del área 
As, es decir, la cantidad del calor que fluye por la unidad de tiempo, 
se determina por la fórmula (análoga a la fórmula (1) del párrafo 
anterior): . 


ди 
AQ=—kZ As, a) 


donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica del medio 
examinado que consideramos homogéneo e isotrópico, m es el vector 
unitario dirigido por la normal al área As en sentido de movimiento 
del calor. En virtud del $ 14 del cap. VIII, t. I, se puede escribir: 
ди ди ди ди 
на Gaos a+ ga PF 999% 
donde cos а, cos В, cos y son cosenos directores del vector n, o 


ди м gradu. 
за 


Poniendo la expresión = en la fórmula (1) obtenemos: 


AQ = — kn grad us. 
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La cantidad del calor que fluye por el tiempo At a través del área 
Аз es igual a 
ЛОЛ = —kn grad u AtAs. 

Regresemos al problema planteado al principio del párrafo. 
En el medio considerado separemos un volumen pequeño V, limi- 
tado por la superficie $. La cantidad del calor que fluye a través 
de la superficie S será igual a 


Q=— № g kn grad u ds, (2) 


donde n es el vector unitario dirigido рог la normal exterior a la su- 
perficie 5. Es evidente que la fórmula (2) da la cantidad del calor que 
entra en el volumen У (o sale del volumen У) por el tiempo At. 
La cantidad del calor que entra en el volumen У sirve para aumentar 
la temperatura de la sustancia de este volumen. 

Examinemos un volumen elemental Av. Supongamos que por el 
tiempo At su temperatura haya aumentado en Ли. Es evidente que 
la cantidad del calor gastada para este aumento de la temperatura 
del elemento Av es igual a 


¿AvpAu = camp Te At, 


«donde c es la capacidad calorífica de la sustancia, p es la densidad. 
La cantidad total del calor gastada para el aumento de la tempera- 
tura en el volumen У рог el tiempo Л? será 


ди 
м = dv. 
117 аг“ 
У 


Pero esto es el calor que ha entrado en el volumen У рог el tiempo 
At; está determinado por la fórmula (2). De este modo, tiene lugar 


la igualdad 
aff kn grad u ds = afff codo, 
5 v 


Reduciendo por At, obtenemos: 


оаа ||} cp-2 av. @) 
Ч 


Transformamos según la fórmula de Ostrogradski (véase $ 8, 
cap. XV) la integral de superficie que se encuentra en el primer 
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miembro de esta igualdad, poniendo F = k grad u: 
И] (Е агай и) п ds= } | § div (k grad u) dv. 
y 


Sustituyendo la integral doble del primer miembro de la igualdad 
(3) por la integral triple, obtenemos: 


ЕЕ 


y 


||} [aiv (kgradu) -e2 ] do=0. % 
> 


Aplicando el teorema de la media para la integral triple del 
primer miembro (véase $ 12, cap. XIV), tenemos: 


ES (k grad u) — cp 2 =0, (5) 


donde el punto P (z, y, z) es cierto punto del volumen V. 
Puesto que podemos separar un volumen arbitrario V en el 
espacio tridimensional donde se propaga el calor, y puesto que supon- 


gamos que el integrando en la igualdad (4) es continuo, entonces 
la igualdad (5) se cumpla en todo punto del espacio. Pues, 


co Y — div (катай ш). (6) 
ôt 
Pero 
ди ди ди 
атаи gtk oy dk go 
(véase $ 14, cap. VIII, tomo 1) y 


І 9(¿20),0 (9%), әү, ди 
div (атади) = 7 (+ 2) +3 (& 2) + zo 2) 


(véase $ 9, cap. XV). Poniendo en la ecuación (6), obtenemos: 


du ðf, ðu), а{,ди\, ð|, ðu 
Фо (к) + 2(к) + 2 (0%). m 
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Si k es constante, entonces: 


div (kgradu) =kdiv (grada) „(24 ди 25. 


rl aT oz 


y la ecuación (6) en este caso nos da: 


de (ёи, ёи, ди 
jj + А) 


i k 
, poniendo — = 4?, 
о, ропі = 


ди _ (E 
ы ДЫ, (8) 
La ecuación (8) se anota concisamente así: 
PES a Au, 
ôt 


donde ди es el operador de Laplace. La ecua- 
ción (8) es precisamente la ecuación de conducción del calor en el 
espacio. Para hallar su solución única que satisface al problema 
planteado, hay que dar las condiciones con valores de contorno. 

Supongamos que tenemos un cuerpo О cuya superficie es о. 
En este cuerpo se examina el proceso de propagación del calor, En el 
momento inicial la temperatura del cuerpo está dada, lo que co- 
rresponde a que es conocido el valor de la solución para t = 0, o sea, 
la condición inicial: 


и (х, y, 2, 0) = Ф (z, y 2). (9) 


Además, debe ser conocida la temperatura en todo punto M de la 
superficie g del cuerpo en cualquier momento de tiempo і, es decir, 
la condición de contorno: 


u(M, t) =y (M, 1). (10) 


(Son posibles otras condiciones de contorno). 
Si la función desconocida u (z, y, z, t) no depende de z, lo que 
corresponde a que la temperatura no depende de z, obtenemos la 


ecuación: 
ж E 
С ашы E š 2) an 
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es decir, la ecuación de propagación del calor en el plano. Si se 
analiza la propagación del calor en un dominio plano D con fron- 
tera C, entonces las condiciones de contorno, análogamente a (9) y 
(10), se formulan de modo siguiente: 


u (z, y, 0) = ф(х, y), 
u (M, =p (M, t), 


donde q у Ф son funciones dadas, M es el punto de la frontera C. 
Si la función u no depende de z, ni de y, obtenemos la ecuación: 


que es la ecuación de propagación del calor en un vástago. 


$ 6. SOLUCION DEL PRIMER PROBLEMA 
CON VALORES DE CONTORNO 
PARA LA ECUACION DE CONDUCCION DEL CALOR 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 


Igual que en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, al 
resolver las ecuaciones con derivadas parciales por el método de 


2 
ы) 
0-0) tzi) 1244) 
2 ш; 
Fig. 374 


diferencias finitas, las derivadas se sustituyen por diferencias co- 
rrespondientes (véase la fig. 374): 
ди (2, t) _ u(z+h, 0) —u(z, t) 
a h ш 
ди (х, ) 1 paz t) —u(z, t) иба, t) —u(: —h, 2] 
aè “h h h 


(1) 


ES 


Pula, б) _ и(-ЕҺ, 0 — 2u (r, ti4+u(—h t), 


a ГЫ a 
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análogamente 
ди (z, t) u (z, t+ 0) —u (z, t) (3) 
an ~ 1 i 


El primer problema con valores de contorno para la ecuación de 
conducción del calor se formula (véase el § 4) de modo siguiente. 
Se requiere hallar la solución de la ecuación: 


ôu ¿Pu 


a 02" ® 
que satisface a las condiciones con valores de contorno: 
u (z, 0) = ọ (2) 0<r<L, (5) 
и (0, =p (0, 0<t<7, (6) 
u(h, 0 = № (0), 0<t<?7, (7) 


es decir, se requiere hallar la solución и (=, t) en un rectángulo limi- 
tado por las rectas 2 = 0, z = 0, z = L, t < Т, si son daos los 
valores de una función desconoc'da en 
sus tres lados: £ = 0, z = 0, z= L 
(fig. 375). Cubramos nuestro dominio 
con una red formada por las rectas 


х=, i=1,2... 
taki Е = 4,2, ... 


y determinemos los valores aproxima- 

dos de la solución en los nudos de la 

red, es decir, en los puntos de inter- 

Fig. 375 sección de estas rectas. Introduzcamos 

las designaciones: и (ih, kl) = ш. 

Escribimos en vez de la ecuación (4) otra ecuación que le correspon- 

de en forma de diferencias finitas para el punto (ik, kl). En virtud 
de las fórmulas (3) y (2) obtenemos. 


(int) 


Ui, nti — Ui, p p Yita a — Uh, aH tionn, 8) 
12 


Determinemos шк: 
2 


241 
ш,кы==\1— га 


De la fórmula (9) se deduce que si son conocidos tres valores en 
k-ésima línea: шк, ша+а, k» Ui-1, л, Entonces se determina el valor 


1 


ga ин а ша, a) (9) 


Jure 
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us ns en la (k+1)-ésima línea. Sabemos ya todos los valores en 
la' recta £ = 0 (véase la fórmula (5)). Según la fórmula (9) determi- 
nemos los valores en todos los puntos interiores del segmento t = l. 
En virtud de las fórmulas (6) y (7) sabemos los valores en los puntos 
extremos de este segmento. De este modo, pasando de una línea 
а otra, determinemos los valores de la solución desconocida en todos 
los nudos de la red. 

Hemos demostrado que mediante la fórmula (9) se puede obtener 
el valor aproximado de la solución solamente en el caso en que 


1<-фуг y no para la relación arbitraria de los pasos h y l. La fór- 


mula se simplifica especialmente, si el paso 1 por el eje ż se eliga 
de modo que 


2 
12l 


En este caso la ecuación (9) toma la forma: 


1 

tt, pa на ia, + ао 
Esta fórmula es especialmente cómoda para los cálculos (fig. 376). 
Por el método indicado se determina la solución en los nudos de 
la red. Se puede obtener el valor de la solucion entre los nudos de 
la red, por ejemplo, mediante la extrapolación, trazando un plano 
a traves de cada tres puntos en el espacio (т, £, и). La solución obte- 
nida mediante la fórmula (10) y extrapolada designemos рог 
иһ (т, t). Se demuestra que 


limn, (z, )=u(x, 0), 
зэ 
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donde и (z, £) ез la solución de nuestro problema. Es demostrado 
también que 


Lun (ж, t) — u (z, t) | < MP, 
donde M es una constante que no depende de h. 


$ 7. PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO ILIMITADO 


Sea dada una temperatura en el momento inicial en diferentes 
secciones de un vástago ilimitado. Es preciso determinar la distri- 
bución de la temperatura en el vástago en los momentos posteriores 
de tiempo. (Los problemas físicos se reducen al problema de propa- 
gación del calor en un vástago ilimitado, cuando el vástago es tan 
largo que la temperatura en los puntos interiores del mismo en los 
momentos examinados dependo poco de las condiciones en los extre- 
mos del vástago). 

Si el vástago coincide con el eje Oz, el problema se expresa mate- 
máticamente de modo.siguiente. Hallar la solncion de la ecuación 


Se ¿Tun 

ôt dr 
en el dominio — oo<<r<oo, t > 0, la que satisface a la condición 
inicial 


(0 


и (z, 0) = Ф (2). @ 


Para hallar la solución apliquemos el método de separación de 
variables (véase el $ 3), es decir, busquemos la solución particular 
de la ecuación (1) en forma de un producto de dos funciones: 


u (z, 1) = X (2) T (0). (3) 
Poniendo en la ecuación (1), tenemos: X (x) 7” (t) = a*X” (2) T (t) o 
т. Ж 2 


ар ү 0 (4) 


Ninguna de estas relaciones puede depender de z, ni de £, por 
lo cual las igualamos a:la constante *) — 22. De (4) obtenemos dos 
ecuaciones: 


T + KT = 0, (5) 

Хх" + АХ = 0. (6) 

*) Como, según el sentido del problema 7 (1) debe ser acotada para cual- 

quier t, si р (2) es acotada, entonces т ha de ser negativa. Por eso escribi- 
mos — А2, 
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Resolviéndolas, hallamos: 
тебе е 
X=Acoshx+ B sen Àz. 
Poniendo en (3), obtenemos: a 
шу (z, t) = 67% [А (А) созАс + В (А) sen Àz) (7) 
(la constante С está incluida en А (А) у B (А)). 
Para cada valor de À obtenemos la solución de la forma (7). 
Рага cada valor de À las constantes arbitrarias A y В tienen valores 
determinados. Por eso se puede considerar A y B como funciones 


de À. La suma de las soluciones de la forma (7) también es una solu- 
ción (debido a la linealidad de la ecuación (1)): 


е7 [А A)cosàz + В (A) зеп Az]. 

A 
Integrando la expresión (7) respecto al parámetro А ел los límites 
de 0 a оо, también obtenemos la solución 


u(z, t) =f ea () сов А.х -+ B (А) sen àz] da, (8) 
è 


si A (A) у B (А) son tales que esta integral, su derivada respecto 
a t y la segunda derivada respecto a т existen y se obtienen mediante 
la derivación de la integral respecto a г y x. Escojamos А (А) у В (А) 
de modo que la solución u (z, t) satisfaga a la condición (2). Ponien- 
do еп la igualdad (8) t= 0, en virtud de la condición (2) obte- 
nemos: 


u (zx, 0) = ọ (2) = і [А (А) соз т + В (А) зеп àz] da. (9) 


Supongamos que la función q (х) es tal que puede ser representada 
por la integral de Fourier (véase $ 12, cap. ХУП): 


9-10] Ф (а) созА (a - э). 
o o 


ó 


»®=®|[(| 909 созда da Jeoshz + 
о 


+( f од senda da) senaz | die (10) 


25-530 
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Comparando los segundos miembros de (9) y (10), obtenemos: 


am=2 f Ф (а) соз Аа da, 
ж an 


в (у= 1 f q (a) senda da. 
Sustituyendo las expresiones halladas de A (A) y B (А) en la fór- 
mula (8), tenemos: 


и (2, ntf. paña | pla cosha йа) сове + 


\ 
„(ў Фб епа йс) еве |а 


= 1. f am| f q (a) (соз Аж созАг -+ sen лазем 
$ — 


= і. ( cnn ( | p(a)cosA (a — а) в) dn 
2 


о, cambiando el orden de integración, obtenemos definitivamente: 


це p= \ РОТЕ = ar) us. (12) 


Esta es la solución del problema planteado. 
Transformemos la fórmula (12). Calculemos la integral entre 
paréntesis: 


ЕТА 2. f cos peaz, из) 
ау $ 


° 
La integral está transformada mediante las sustituciones: 
(14) 
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Designemos: 
K ($) -=f 27" cos Pz dz. (45) 
Derivando *), obtenemos: 
K P=] ason pede. 
Integrando por partes, hallamos: 
к) 0 зеп Вар В f е7" совре й 
о bien ° 


к@——к(ф. 


Integrando esta ecuación diferencial, obtenemos: 


sE 
К (В) = Се *. (16) 
Determinemos la constante С. De (15) se deduce: 
K(0)= ( ca 


° 
(véase $ 5, cap. XIV). Por consiguiente, en la igualdad (16) debe ser 


CY. 
2 
Pues, 
a 8" 
020%, an 
2 
Pongamos el valor (17) de la integral (15) en (13): 
Т б sa 
( E совА (a — х) dì = L Va Ж 
A aVt 


La posibilidad de realizar la derivación se argumenta fácilmente. 
25» 
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Sustituyendo В por su expresión (14), obtenemos en definitiva el 
valor de la integral (13): 


т (ах) 
[овде -aa у e мч, (18) 
% 


Poniendo esta expresión de la integral en la solución (12), obtenemos 
definitivamente: 


1 Н MOS 
„ф=-— ( а" do, 1 
Kener d и a9 


Esta fórmula se llama integral de Poisson y es la solución del 
problema planteado sobre la propagación del calor en un vástago 
ilimitado. 

Observación. Se puede demostrar que la función u (z, t), deter- 
minada por la integral (19), es la solución de la ecuación (1) y satis- 
face a la condición (2), si la función q (х) es acotada en un intervalo 
infinito (—оо, оо). 

Establezcamos el sentido físico de la fórmula (19), Examinemos 
la función 


(2) para 2<z<z0+ Az, (20) 


0 рага — оо << To 
| 
O рага 2+ Ár<z<oo. 


Entonces la función 


т (ах)? 
еб f “(фе чта es 


Ум > 
es la solución de la ecuación (1) que toma el valor de ф® (z), para 
4 = 0. Teniendo en cuenta (20), se puede escribir: 


xotáx 
“ aza: 


u (z, йез MOLE ач da, 


2a Vat 


Aplicando sal teorema sobre la media a la: última integral, 
obtenemos: 


Ea) 
и (т, jmt ан", по 20 Az. (22) 
2a Vat 
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La fórmula (22) da el valor de temperatura en un punto del vás- 
tago en cualquier momento de tiempo, si para t = 0 en todo el 
vástago la temperatura es u* = 0, excepto el segmento [zo, х, Ах], 
donde la temperatura es igual a ọ (z). La suma de temperaturas de 
la forma (22) da la solución (19). Notemos que si p es la densidad 
lineal del vástago; c, capacidad calorífica del material, entonces la 
cantidad de calor en el elemento [zo, zo + Ах] para t = 0 es 

AQ = q (E) Агре. (23) 
Analicemos luego la función 

1 En 
€ ЧИР; (24) 


Comparándola con el segundo miembro de la fórmula (22), 
tomando en consideración (23), se dice que ésta da el valor de las 
temperaturas en todo punto del vástago en cualquier momento de 
tiempo t, si рага 2 = 0 en la sección E (caso límite, cuando Ах —> 0) 
hubo una fuente instantánea de calor con cantidad de calor 


Q = cp. 


$ 8. PROBLEMAS QUE CONDUCEN A LA INVESTIGACION 
DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DE LAPLACE. 
PLANTEO DE LOS PROBLEMAS CON VALORES DE CONTORNO 


En el párrafo presente se examinan algunos problemas que con- 
ducen a la solución de la ecuación de Laplace 


(1) 


Como ya hemos indicado, el primer miembro de la ecuación (1) 


du, ди м _ 
aA ta T a 


se llama operador de Laplace. Las funciones u que satisfacen a la 
ecuación de Laplace se llaman funciones armónicas. 


І. Distribución estacionaria de la temperatura en un cuerpo 
homogéneo. Sea un cuerpo homogéneo Q limitado por la superfi- 
cie с. En el $ 5 se ha mostrado que la temperatura en diferentes 
puntos del cuerpo satisface a la ecuación (8): 


A (шукы). 
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Si el proceso es estacionario, es decir, si la temperatura no depende 
del tiempo, sino solamente de las coordenadas de los puntos del 


cuerpo, entonces o, y por consiguiente, la temperatura satis- 
face a la ecuación de Laplace 


4%=0. (0) 


Para que la temperatura en el cuerpo se determine de esta ecuación 
unívocamente hay que saber la temperatura de la superficie о. 
De este modo, para la ecuación (1) el problema con valores de con- 
torno se formula de la manera siguiente, 

Hallar la función и (т, y, z) que satisface a la ecuación (1) en 
el interior del volumen Q y toma en cada punto M de la superficie o 
los valores dados: 


ula =} (М). @ 

Este problema se llama problema de Dirichlet o primer problema con 
valores de contorno para la ecuación (1). 

Si la temperatura es desconocida en la superficie del cuerpo, 

pero en todo punto de la superficie sabemos el flujo térmico que es 


proporcional a а (véase el $ 5), entonces еп vez de la condición con 

valores de contorno en la superficie о (2) tendremos la condición: 
ди . 

nl. =% (М). (3) 


El problema de hallar la solución de la ecuación (1) que satisface 
a la condición con valores de contorno (3) se Пата problema de Neu- 
man о segundo problema con valores de contorno. 

Si se examina la distribución de las temperaturas en el dominio 


plano D li lo por el contorno C, entonces la función и depende 
de dos variables т e y y satisface a la ecuación 
Pu, du 
=+], (4) 
E ы 


que ве llama ecuación de Laplace en el plano. Las condiciones con 
valores de contorno (2) y (3) deben cumplirse en el contorno С. 


II. Corriente potencial de un líquido o gas. Ecuación de con- 
tinuidad. Sea la corriente de un líquido en el interior de un volu- 
men Q limitado por una superficie a (en caso particular, Q puede 
ser también ilimitado). Sea p la densidad del líquido. Designemos 
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la velocidad del líquido por 
V = Vai + vyj + vk, (5) 


donde vy, Vy, V: son las proyecciones del vector v en los ejes de coor- 
denadas. Separemos en el cuerpo © un pequeño volumen о limitado 
por la superficie S. A través de cada elemento As de la superficie S 
en el tiempo At pasará la cantidad de líquido 
AQ = punAsaAt, 

donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte- 
rior respecto a la superficie S. La cantidad total de líquido Q que 
entra en el volumen о (o sale del volumen о) se expresa mediante 
la integral 


o= sif f ovna © 
8 
(véase $$ 5 y 6, cap. XV). La cantidad de líquido en el volumen w 


en el momento £ fue 
Пр 
“ 


Durante el tiempo At la cantidad de líquido, en virtud de la varia- 
ción de la densidad, cambia en la magnitud 


ИИС 


Suponiendo que en el volumen о по hay fuentes, concluimos que 
esta variación está provocada por la afluencia del líquido cuya 
cantidad está determinada por la igualdad (6). Igualando los segun- 
dos miembros de las igualdades (6) y (7) y reduciendo por At, 


obtenemos: 
SS ornas + ff e o (8) 


Transformemos la integral iterada de segundo orden del primer 
miembro según la fórmula de Ostrogradski ($ 8, cap. XV). Entonces 
la igualdad (8) toma la forma: 


[өе е 
у) (2 +4iv(p)) do =>. 
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Puesto que el volumen о es arbitrario y el integrando es continuo, 
obtenemos: 


нат (р) =0 (9) 

ё 
æ ð д р | 
ai + pz (ADA а; (pus) + ® (рь,) = 0. (9) 


Pata es la ecuación de continuidad de corriente del líquido compre- 
sible 


Observación. En algunos problemas, por ejemplo, al examinar 
el proceso de movimiento de petróleo o gas en un pozo, en un medio 
poroso subterráneo, se puede aceptar 


k 
"== — 2 gradp, 
t р Eadp 


donde р es la presión, k es el coeficiente de permeabilidad у 


A = const. Poniendo en la ecuación de continuidad (9), obtenemos: 


др. 
12 — div (k grad p) = 0 
A iv (k grad p) 


ó 
тс др. (#®)+ Ы (2) pl (+ 22), (10) 
ôt дх\ 0z. ду \ ду д2 д2 
Si К es una constante, la ecuación toma la forma: 
(0 ёр 22) 44 
a A zT ду sl r an 


y nosotros llegamos a la ecuación de conducción del calor. 
Regresemos a la ecuación (9). Si el líquido es incompresible, 


entonces р = сопзі, 20 y la ecuación (9) toma la forma: 
div (v) = 0. (12) 
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Si el movimiento es potencial, es decir, el vector v es un gradiente 
de cierta función Ф: 


v= grad p, 
entonces la ecuación (12) toma la forma: 
div (grad Ф) = 0 
6 


= Pe Ze 
A ду 


es decir, la función potencial de la velocidad Ф debe satisfacer a la 
ecuación de Laplace. 

En muchos problemas, como, por ejemplo, en los de filtración, 
se puede aceptar 


, (13) 


v = — 1, grad р, 


donde р es la presión у k, es una constante; entonces obtenemos la 
ecuación de Laplace para determinar la presión 


Pp, dp, Pp 
овора 0 


Las condiciones con valores de contorno рага la ecuación (13) о 
(13°) pueden ser las siguientes: 

1. En la superficie с se dan los valores de la función desconocida 
р, (es decir, de la presión (condición (2)). Esto es el problema de 
Dirichlet. 


2. En la superficie о se dan los valores de la derivada normal “£ бй. 


es decir, se da el flujo a través de la superficie (condición (3)). o 
es el problema de Neumann. 

3. En una parte de la superficie с se dan los valores de la función 
desconocida p, es decir, de la presión y en otra parte de la superficie, 


los valores de la derivada normal ёр es decir, del flujo а través 


(13) 


de la superficie. Esto es el problema de Dirichlet-Neumanmn. 

Si el movimiento es plano y paralelo, es decir, la función q (ó p) 
no depende de z, obtenemos la ecuación de Laplace en el dominio 
bidimensional D con frontera C: 


Pe A- 
э мане. | (14) 


394 Ecuaciones de la física matemática 


Las condiciones con valores de contorno de la forma (2) (problema 
de Dirichlet), o de la forma (3) (problema de Neumann) se dan en 
el contorno С. 


III. Potencial de la corriente eléctrica estacionaria. Supongamos 
que a traves de un medio homogéneo que llena cierto volumenYV, 
pasa una corriente eléctrica cuya densidad en cada punto se da por 
el vector J (т, y, 2) = Jzi + уі + JK. Supongamos, que la 
densidad de corriente no depende del tiempo t. Supongamos, tam- 
bién, que en el volumen examinado no hay fuentes de corriente. 
Por consiguiente, el flujo del vector J a través de cualquier super- 
ficie cerrada S que se halla en el interior del volumen V, será igual 
а cero: 


$$ Jn ds=0, 
5 


donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte- 
rior respecto a la superficie. 
De la fórmula de Ostrogradski deducimos que 
div J = 0. (15) 


En virtud de la ley generalizada de Ohm se determina la fuerza 
eléctrica Æ en el medio conductor examinado: 


J 
Е=ў- (16) 
ó 
J=1E, 


donde À es la conductibilidad del medio la que consideramos cons- 
tante. 

De las ecuaciones generales del campo electromagnético se deduce 
que si el proceso es estacionario, entonces el campo vectorial E 
es irrotacional, es decir, rot Æ = 0. Entonces, análogamente al 
caso examinado durante el análisis de campo de velocidades del 
líquido, el campo vectorial es potencial (véase $ 9, cap. XV). Existe 
la función q tal que 


E = grad q. (17) 
A base de (16) obtenemos: 
J = h grad q. (18) 


De (15) y (18) se deduce: 
A div (grad q) = 0 
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o 


9 Fo E. 
ap 


Obtenemos la ecuación de Laplace. 

Resolviendo esta ecuación para las correspondientes condicio- 
nes con valores de contorno, hallamos la función q y, por las 
fórmulas (18) у (17), la corriente J y la fuerza eléctrica Е. 


(19) 


$ 9. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS CILINDRICAS. 

SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN ANILLO 

CON VALORES CONSTANTES DE LA FUNCION DESCONOCIDA 
EN LAS CIRCUNFERENCIAS INTERNA Y EXTERNA 


Sea u (z, y, z) una función armónica de tres variables, Entonces 


du Po, a) 


Introduzcamos en el examen las coordenadas cilíndricas (r, q, z) 
х= гсозф, хх=гепф == 2, 
de donde 
r=V2 + y, p=arctgZ, 2=2. (2) 
Sustituyendo las variables independientes z, y y 2 por г, Q, y 2, 
liegamos a la función u*: 
и (z, y, 2) = u* (r, q, 2). 


Hallemos la ecuación a la cual satisfaga u* (r, q, 2) como función 
de argumentos r, ф y 2. Tenemos: 


ди _ди`дг | ди" дф 


ôr дг дт дф ðr’ 


Pu ES y ди? r ¿Cu дг др 
ә? д? дг ð ~ rôp oz дг 


Фи" (2 ) ди 
Е pe E : @ 
F дф? Nor Е дф дт? К 
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análogamente: 


Pu qu (a y ди" Pr Фа" ôr дф, 
5 E + 


Т, ay) “or ay дгдфду ду 
ае (эү ү эг өы 
Ha ду др др" e 
además, 
Фи Фи" 
po 7.2.05 (5) 
oz дг Ө 


Las expresiones рага 


д д Pr r дф дф др бф 
дх' ду' ô’ ô’ ôs’ ду' ð’ ду 
hallamos de la igualdad (2). Sumando los segundos miembros de las 
igualdades (3), (4) y (5) e igualando la suma a cero (puesto que la 
suma de los primeros miembros de estas igualdades es igual a cero 
en virtud de (1)), obtenemos: 
de EAE г д 
2 гдг т дф д2 


(6 


Esta ез la ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas. 
Si la función и no depende de z, pero depende de z e y, entonces 
la función u* que depende sólo de r y q, satisface a la ecuación 


(7) 


donde г у ọ son coordenadas polares en un plano. 

Ahora hallemos la solución de la ecuación de Laplace en el domi- 
nio D (anillo), limitado por las circunferencias Cy: 2° + y? = Ri 
y Co: 22 + y? = Ri, que toman los siguientes valores de contorno: 


шс, =u, (8) 
и|с,==ш», (9) 


donde u, y uz son constantes. 
Resolvamos -el problema en coordenadas polares. Es evidente 
que conviene buscar la solución que no depende de q. En este caso 
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la ecuación (7) toma la forma: 


Fu, 10 
—+-2=0 
Pa 
Integrando esta ecuación, hallamos: 
u=C, Inr+C,. (10) 


Determinemos С; у Cz de las condiciones (8) y (9): 
u = С.а Ri + Ca, 


и» = Cy In Ra + Сз. 
De ahí hallamos: 


Са, саш ба и) E 
Infe 112 
R R, 


Sustituyendo los valores hallados de С; y С; en la fórmula (10) 
obtenemos en definitiva: 


u=u + L (ua — u). (и) 


Observación. En realidad hemos resuelto el siguiente problema. 
Hallar la función u que satisface a la ecuación de Laplace en el 
dominio limitado por las superficies (en coordenadas cilíndricas): 


r=Riy r=Ra 2=0, 2=H, 


y que satisface a las siguientes condiciones de contorno: 


u |в, = ts, u |в, = нь, 
ouj _ әщ _ 
дә ' дан 


(el problema de Dirichlet-Neumann). Es evidente que la solución 
buscada no depende de т, ni de ф y se da por la fórmula (14). 


$ 10. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 
PARA UN CIRCULO 


Supongamos que en el plano Оху hay un «wírculo de radio .R 
y el centro. en:el origen de coordenadas. Sea dada en su circunferencia 
cierta función f (q), donde Ф es un ángulo polar. Es preciso hallar 
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la función и (r, Ф), continua en el círculo, incluyendo el contorno, 
que satisface en el interior del círculo a la ecuación de Laplace 


Pu, ди 

—+—==0 1 

аё dy $) 
y en la circunferencia del círculo toma los valores dados 

шев = f (9). (2) 


Calculemos el problema en coordenadas polares. Escribamos la 
ecuación (1) en estas coordenadas: 


(1) 


Busquemos la solución por el método de separación de vanabhles, 
poniendo que 
u = 0 (9) R (r). (3) 
Sustituyendo en la ecuación (1), obtenemos: 
PO (9) R” (т) +10 (9) R (т) +0" (9) Н (т) =0 


Фб) 2н TR 9 _ 
Ф (Ф) R(r) 


Puesto que el primer miembro de esta igualdad no depende de r, 
y el segundo, de «р, por consiguiente, éstos son iguales a un número 
constante que designaremos рог —°. De este modo, la igualdad (4) 
nos da dos ecuaciones: 


= №. (4) 


Ф" (9) +10 (9) = 0, (5) 
PR" (т) + rR' (r) — КЇН (r) = 0. (5°) 

La solución general de la ecuación (5) será 
Ф = A cos kọ + B sin kọ. (6) 


Busquemos la solución де la ecuación (5') en forma de R = г". 
Sustituyendo R = г" en (5), obtenemos: 


2т(т —4)r™? 4+ гт" ~'— kr = 0 
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o 


т? — k = 0. 


Podemos escribir dos soluciones particulares linealmente inde- 
pendientes: r* y г". La solución general de la ecuación (5) será 


R=C4+Dr*. (7) 
Ponemos las expresiones (6) y (7) en (3): 
up = (A, cos kp + Ba sen Кер) (Car + Рт"). (8) 


La función (8) será la solución de la ecuación (1°) para todo valor 
Че k distinto de cero. Si К = 0, las ecuaciones (5) у (5”) toman la 
jorma 


Ф" = 0, rR"+R'=0, 


у por consiguiente, 
ш = (Ao + Bog) (Co + Do In r). (8) 


La solución debe ser una función periódica de q, puesto que, siendo 
igual el valor de r, para ру q + 2л, hemos de tener un mismo valor 
de la solución, ya que examinamos un mismo punto del círculo, 
Por tanto, es evidente que en la fórmula (8”) debe ser Bọ = 0. Luego, 
busquemos una solución continua y finita en el círculo, Рог consi- 
guiente, en el centro del círculo, para r = 0, la solución debe ser 
КА y por eso en la fórmula (8”) debe ser о = 0 y en la fórmula 
(8), Dr = 0. 

De este modo, el segundo miembro de (8') se convierte en el 
producto ApCo, que designaremos por Ap/2. Pues, 


mE. (8) 


Formemos la solucion de nuestro problema en forma de una suma 
de soluciones de la forma (8) puesto que la suma de soluciones es 
la solución buscada. La suma debe ser una función periódica de q. 
Esta condición se cumple, si cada sumando es una función periódica 
de q. Para eso k debe tomar valores enteros. (Notemos que si iguala- 
mos los miembros de la igualdad (4) al numero -+X?, no obtendríamos 
la solución periódica). Podemos limitarnos solamente a los valores 
positivos 


Red, 2; Жу 5». 
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puesto que, en virtud de que las constantes A, B, C, D son arbitra- 
rias, los valores negativos de k no dan nuevas soluciones particu- 
lares. Pues, 


u(r, ®=*--`У(4, созт + В, senng) ^ (9) 


(la constante С„ está incluida en A, у В„). Elijamos ahora las cons- 
tantes arbitrarias A, y B, de modo que se satisfaga la condición 
con valores de contorno (2). Poniendo en la igualdad (9) r = R, en 
virtud de la condición (2) obtenemos: 


не У) (ancosmo + Bn sonno) R" ao 

„отш 
Para que tenga lugar la igualdad (10), es necesario que la función 
se desarrolle en la serie de Fourier en el intervalo (—x, л) y que 


A,R" y B,R” sean los coeficientes de Fourier. Por consiguiente, 
A, y B, deben determinarse por las fórmulas: 


A л 
m=z) f(t)cosnt dt, | 


л 


at) 
4 


Bn == 


f (t) sen nt de. 


л 


Pues, Ja serie (9) con coeficientes determinados por las fórmulas 
(11), será la solución de nuestro problema, si ella admite la deriva- 
ción doble, término a término, respecto a r y a q (pero esto no lo 
hemos demostrado). Transformemos la fórmula (9). Sustituyendo 
An y B, por sus expresiones (11) y efectuando las transformaciones 
trigonométricas, obtenemos: 


3 Р 
Т4) ari \ Hocosn— ө а(-) = 


Ст la 
т 


-5f mofa +2 А) аваас 9] а. (0) 
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Transformemos la expresion entre corchetes *). 


1+2 y (2) сө» t—p=1+ 5 (и фе") 
= a= 
eg) 


г ла #: эз 
e a) $! 0) 
1+ 
Ен 
4-L o 
R 


(5) Rr 


q 2 > 
1—2heosa—p+ (1) R? — 2Rrcos (t — ф) + ° 


(13) 


Sustituyendo la expresión entre corchetes en la fórmula (12) por 
la expresión (13) tenemos: 


1 R-P 
Ба v=o Perko- и О 


La fórmula (14) se llama integral de Poisson. Analizando esta fórmula 
se demuestra que si la función f (ф) es continua, entonces la función 
u (r, q), determinada por la integral (14), satisface a la ecuación 
(1%), y, para г —› R, será que и (r, ф) — f (q), es decir, u (r, ф) es la 
solución del problema de Dirichlet para un círculo. 


$ 11. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 


Sea dada en el plano Оху un dominio D, limitado por el contorno 
С. Supongamos que en el contorno С está dada una función con- 
tinua f. Es preciso hallar una solución aproximada de la ecuación 


D 


е la deducción determinamos la suma de una progresión geo- 
métrica infinita, cuyo denominador es un número complejo y cuyo módulo 
menor de la unidad. Esta fórmula de la suma de una progresión geométrica 
se deduco igual que en el сазо de los números reales. Hay que tener en cuenta 
la definición del de la función compleja de un argumento real. Aquí, 
el argumento es n (véase $ 4, cap. УП, tomo 1). 


26—536 
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de Laplace 
a) 
que satisface a la condición de contorno 
и\с=}. (2 
Tracemos dos familias de rectas: 
z=ih y y=kh (3) 


donde h es el número dado, і y k toman valores numéricos enteros 
sucesivos. Diremos que el dominio D está cubierto de una red. Los 
puntos de intersección de las rectas 


y 2" { los llamaremos nudos de la red, 
[а 11) El valor aproximado de la fun- 
ción desconocida еп el punto 


x = ih, y = kh, lo  designaremos 
F рог ш, д es decir, u (ih, kh) = ti, n 
Aproximemos el dominio D median- 
te el dominio reticular D*, com- 
puesto de todos los cuadrados que 
enteramente se hallan dentro del 
11 dominio D, y algunos de éstos son 
| cruzados por la frontera C (соп es- 
H Г H ji tos últimos se puede despreciar). 
2 72 En este caso el contorno C se apro- 
xima mediante el contorno C* com- 
puesto por los segmentos de rectas 
de la forma (3). Em cada nudo que 
se halla en el contorno C* demos un valor /* igual al valor de la 
función f en el punto más próximo del contorno C (fig. 377). 
Examinemos los valores de la función desconocida solamente en 
los nudos de la red. Como hemos indicado en el $ 6 las derivadas en 
el método do aproximación examinado se sustituyen por las 
diferencias finitas: 


Fig. 377 


Pu шал, в — 20, a ш в 
дл? |x=ih, у=һһ № 
Фи Ui, nta — 2ш, p Бш, а-а 
dy? lz=ih, u=hh № 


La ecuación diferencial (1) se sustituye por la ecuación de diferencias 
о por la ecuación en diferencias finitas (después de reducir por h°): 


Utta, к — 2ш, к 4 ще a F Ui, nta — 2ш, к F li, na =O 
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ó (tig. 378) 
ш, ‚= шч. n E Ui, кы ша к F Ui, ка). (4) 


Para cada nudo de la red que se encuentra en el interior del domi- 
nio D* (y no se encuentra en la frontera C*) componemos la ecuación 
(4). Si el punto (z = ih, y = kh) es vecino al punto del contorno 


Н 


Fig. 378 


C*, entonces en el segundo miembro de la igualdad (4) serán los 
valores conocidos de /*. De este modo, obtenemos un sistema hetero- 
géneo de N ecuaciones con N incógnitas (N es el número de nudos 
de la red que se encuentran en el interior del dominio D*). 

Demostremos que el sistema (4) tiene una y solamente una solu- 
ción. Es el sistema de N ecuaciones lineales con N incógnitas. Tiene 
la única solución en el caso en que el determinante del sistema sea 
distinto de cero. El determinante del sistema еге de cero si el 
sistema homogéneo tiene solamente una solución trivial (nula). 
El sistema será homogénea, si f* = 0 en los nudos de la red en la 
frontera del contorno C*, Pues, demostremos que en este caso todos 
los valores и, en todos los nudos interiores de la red son iguales 
a cero. Supongamos que en el interior del dominio hay и, dife- 
rentes de cero. Para mayor definición supongamos que el mayor 
de estos valores es positivo. Designémoslo por ú;,, > 0. En virtud 
de la fórmula (4) escribimos: 


= 1 л 
Ñi, n= бша ша H Mioa, a F t, к=). (0). 


Esta igualdad puede tener lugar sólo еп el caso si todos los valores 
de и, del segundo miembro, son iguales al valor óptimo й;, л. Ahora 
tenemos cinco puntos donde los valores de la función desconocida 
son äi, a. Si ninguno de estos puntos es de la frontera, entonces, 


26% 
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tomando uno de éstos y escribiendo para él la igualdad (4), demos- 
tremos que en algunos otros puntos el valor de la función descono- 
cida será igual a I; }. Prosiguiendo de este modo, llegamos a la 
frontera y demostremos que en el punto de la frontera el valor de 
la función será igual a ū;,ą. Esto contradice al hecho de que en los 
puntos de la frontera f* = 0. 

Suponiendo que en el interior del dominio hay un valor nega- 
tivo mínimo, demostremos que en la frontera el valor de la función 
es negativo. Esto contradice a la condición dada. 

Pues, el sistema (4) tiene una y solamente una solución. 

Los valores de u;, л, determinados del sistema (4), son valores 
aproximados de la solución del problema de Dirichlet formulado 
anteriormente. Hemos demostrado que si existe la solución del 
problema de Dirichlet para el dominio dado D y la función dada f, 
(designémosla esta solución por и (т, y), y si ш, es la solución 
del sistema (4), entonces se verifica la correlación: 


lu(z, y — u, i| < А0, (5 
donde A es una constante que no depende de h. 


Observación. Puede ser justificado, aunque estrictamente no está 
demostrado, el siguiente procedimiento para evaluar el error de 
la solución aproximada. Sean: uÍ} la solución aproximada para el 
paso 2%; us), la solución aproximada para el paso №; En (z, y), 
el error de la solución 1%. Entonces tiene lugar la igualdad 
aproximada. 


у 1 
En (z, y) q (Шу — Ш) 


en los nudos comunes de las redes. Pues, para determinar el error 
de la solución aproximada para el paso h, hay que hallar la solución 
para el paso 2h. Una tercera parte de la diferencia de estas soluciones 
aproximadas es la evaluación del error de la solución para el paso h. 
Esta observación se puede extender también a la solución de la 
ecuación de la conducción de calor mediante el método de diferencias 
finitas. 
Ejercicios para el capítulo XVIII 

4. Deducir la ecuación de oscilaciones torsionales de un vástago cilín- 
drico homogéneo. 

Indicación. El momento torsional en la sección del vástago de abscisa z 


se determina por la fórmula М=61 = ‚ donde Ө (z, £) es el ángulo de torsión 


de la sección de abscisa т en el momento t, G es el módulo de desplazamiento 
hes el momento polar de inercia de la sección transversal del vástago. 
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Respuesta; P9 gs 29 
espuesta: Fat, 
de la unidad de longitud del vástago. 


donde a2= 2, k es el momento de inercia 


2. Hallar la solución de la ecuación 20 =ar que satisface a las 
condiciones: 
0(0, 1)=0, © (l, 1)=0, Ө (т, 0у= ф (2), ? ago 
donde 
Ф (а) Hoz cuando 0<:<2 я 


te=- + 20o cuando 2 < z <1. 


Dar la interpretación mecánica del problema, 
Respuesta: 


80 Q (0) Эк4-4) nr (26-41) nat 
Ө (z, 1) = х У un h sen © ї Z cos Т á 


Deducir la ан de oscilaciones longitudinales de un vástago 
cilíndrico. homogéneo. 


Indicación, Si и (>, t) es el desplazamiento de la sección del vástago de 
abscisa z en el momento £, entonces в tensión Т de extensión еп la sección г 


se determina por la fórmula res д= ‚ donde Е es el módulo de elasticidad 


del material, S es el área de la sección transversal del vástago. 

Respuesta: бш аа 2 , dondo а -Ł, pes la densidad del material 
del vástago. 

%. Un vástago homogéneo de longitud 21, bajo la acción de las fuerzas 
aplicadas a sus extremos, se ha reducido en la magnitud 2A. Cuando £ 
cesa la acción do las fuerzas exteriores. Determinar el desplazamiento u (x, 1) 
de la sección del vástago de abscisa z еп el momento £ (el punto medio del eje 
del vástago tiene abscisa z= 0). 

Respuesta: 


u= 


a GQ (ya (овул (2k +1) nat 
e сайыша: жыр 


5. Un extremo del Й de longitud Z está fijo, sobre ol otro actúa una 
fuerza de extensión P. 1 ciones longitudinales del vástago, si 
para 1 = 0 cesa la acción de fuerza Р. 

Respuesta: 


8Р1 (—1)* sen rH) az (2л +1) nat 
En? 3 Pnp ae 3° EA > 2 
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(el sentido de Е y S véase en el problema 3) 


6. Hallar la solución de la ecuación 224 =a2 2% que satisface a las 


92 
condiciones: 
u=(0, 1) =0, и(1, t)= Asen ot, 


u (z, 0)=0, aeo. 
Dar la interpretación mecánica del problema. 
Respuesta: 
Asen z sen ot = 
—1)"-1 
u (z, 0) = O 2404 У y son ЛЛ gen "IE 
sen ә 1 Т 2 плаў? 1 Т 
ж mo (5) 


Indicación. Buscar la solución en forma de una suma de dos soluciones: 


Asen & т sen ш! 
u=v-+0, donde o= ——_— 

a 

son 1 
a 
es la solución que satisface a las condiciones: 
v(0, )=0, v(l,1)=0, 

dv(=,0)__ до(хт,0) | 


v(2,0)=—w(2,0), ZEY 5 


(se supone que sen 2-1 +0) $ 


as 
7. Hallar la solución de la ecuación 95 = a? 936. que satistaco а las con- 


ГД 
diciones: 
u(0, 1)=0, u(1,1)=0,1>0, 
z para 0<z < 
u (z, 0)= л 
1—2 рага << 1 
Respuesta: 


„ a, 
he й= 3 o с 8 оО, 


Indicación. Resolver а problema рог e método de нан de variables. 
8. Hallar la solución de la ecuación men 5 que satisface a las con- 
diciones: 


u(0, 1)=u (0. 1)=0, ue, = GAL, 
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Respuesta: 
_0п+ 02 лаз 


e 


u(e, )= sen @ 3) ле $ 


зе 1 
зт У] Papas 

а | 

Pri se Om Pu є 

9. Hallar la solución de la ecuación L£=a* Z que satisface a las 

condiciones: 
д 

Эт 


Indicar el sentido físico del problemə, 
Respuesta: 


= u (l. t)=uo, и (=, 0) =0 (2). 


= азл ч 
+] “М EA 


u(x, 0) 


n-0 
donde 
ыў 
ља $ Ф (2) соз 
b 


— (20! 4w 


(2-41) az 
тр O + 


Indicación. Buscar la solución en la forma 


ug+ v (т, 0). 


а 
10. Hallar la solución de la ecuación Sé = а 924 que satisface а las 
condiciones: 
u (0, 1) =0, | IT TOS 
РЕ 


Indicar el sentido físico del problema. 


Respuest 
o "Р, кама 
PHRA 1 Hn? 
34) = Anra п-——, 
ы 2 MATOS i 
donde 
sil 
AS Ф (2) sen PË dr, p= НІ, үң, рз... mo 
5 
son raíces positivas de la ecuación (др — Ё. 


Indicación. En ol extremo del vástago, para 2—1, tiene lugar un inter- 
cambio de calor con el medio ambiente cuya temperatura ев igual a cero. 
1. Hallar (según la fórmula (10), $ 6, poniendo A=0, 2) la solución 
Й 
aproximada do la ecuación 222%, quo satisface а las соп 


“б< (а) , (0,90, и, 0-0, 0<1<4L 
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дш 
х? 
banda 0 <= < а, 0 < у < оо, que satisface a las condiciones: 


12. Hallar la solución de la ecuación de Laplace 


+o en la 


u (0, y)=0, u (a, y)=0, u (z, 0) =A (1-4) y u (z, 00)=0. 


Respuesta: 


Indicación. Buscar la solución por el método de separación de variables, 
13. Hallar la solución de la ecuación de Laplaco -024 2004 —0 on un 
rectángulo 0< z <a, 0<y <b, que satisface a las condicio 
u (z, 0)=0, u (z, b)=0, u (0, у) = Ay (b—y), u (a, y)=0. 


Respuesta: 


7 


e алдаа) (20у, 


BALL 
as cl E УА 
ы 2 CAD o EED 


i R Фи дш 
14. Hallar la solución de la ecuación aa + дут 


do un anillu limitado por las circunferencias z2-++y3= R}, 22 +y2= R}, que 
satisface a las condiciones 
ги о 
аг |а айу ' por 


Dar la interpretación hidrodinámica del problema. 
Indicación, Resolver el problema en coordenadas polares. 


=0 en el interior 


=u, 


Respuesta: 
23 о le 
E 197 
ам 
15. La función и (=, y)=e"Ysen= es la solución de la ecuación -Zie - y 


Gro en el cuadrado 0<z=<1, 0 <y<1 que satisface a las condiciones: 


u(0, y)=0, и(1, у) = ету зеп 1, и (т, 0) == зеп т, и (т, 1)=e71 son z. 


En los problemas 12-15 resolver las ecuaciones do Laplace para las con- 
diciones de contorno dadas, por el método de diferencias finitas, cuando 
h=0,25. Comparar la solución aproximada соп la exacta. 


CAPITULO XIX 


CALCULO OPERACIONAL Y ALGUNAS 
DE SUS APLICACIONES 


Actualmente el cálculo operacional es una de las importantes 
esferas del análisis matemático. Los métodos de cálculo operacional 
se usan en la física, mecánica, electrotecnia y otras ciencias durante 
la solución de diversos problemas. El cálculo operacional ha encon- 
trado una aplicación especialmente amplia en la automática y en 
la telemecánica, En el presente capítulo (basándonos en el material 
de los capítulos anteriores del manual) daremos los conceptos prin- 
cipales del cálculo operacional y los métodos operacionales de solu- 
ción de las ecauciones diferenciales ordinarias. 


$ 1. FUNCION INICIAL Y SU TRANSFORMACION (IMAGEN) 


Sea una función de una variable real t, definida рага t>0 
(a veces consideremos que la función f (t) está definida en un inter- 
valo infinito —оо <t<oo, pero f (t) = 0, cuando t< 0). 
Supongamos que la función f (t) es continua por rozos (segmentos), 
es decir, tal que en todo intervalo finito tiene un número finito 
de puntos de discontinuidad de primera especie (véase $ 9, capí- 
tulo II, tomo I). Para asegurar la existencia de algunas integrales 
en el intervalo infinito 0 < t < оо, impongamos sobre la función f (t) 
una limitación adicional. Es decir, supongamos que existen números 
constantes positivos M у sy tales que 


о |< Me a) 


рага todo valor de / del intervalo 0 < t< оо. 

Examinemos el producto de la función f(t) por la función 
compleja ет! de una variable real *) £ donde p = a + ib (a > 0) 
es cierto número complejo 


"0. (2) 


*) Sobre las funciones complejas de una variable real véase $ 4, сарі- 
tulo УП. 
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La función (2) es también una función compleja de una variable 
real t: 
E (ey = еН (1) etf (е9 

== е9 (t) cos bt — іе у (t) sen bt, 
Examinemos ahora la integral impropia 


fuma е0) соз bt dt —1 | e7*f (t) sen bt dt. (3) 


0 ° о 
Mostremos que si la función f (z) satisface a la condición (1) у a> з, 
entonces las integrales del segundo miembro de la igualdad (3) 
existen y la convergencia de las integrales es absoluta. Al principio, 
evaluemos la primera de estas integrales: 


| е7 (t) cos bt dt | < f [ее (0) cos bt | dt < 
ò 


<M ( еа < М f өзө! di = E 
a— s 


è è 
De modo análogo se evalúa también la segunda integral. Ahora bien, 
la integral | еу (t) dt existe. Esta determina cierta función 


; 
de p, la cual designemos *) por Р (р): 


F(p) = | PL (dt). (4) 


° 

La función F (p) se llama transformación de Laplace o transfor- 
mada L, o bien, simplemente, imagen de la función f (0). La fun- 
ción f () se lama función inicial u original. Si F (p) es la imagen 
de la función f (t), se escribe que 


у ESTOS (5) 
о 
Ё 1@ + F (р), (6) 
о 

LU) = Е (р). 0) 


Como veremos, la razón de introducción de las imágenes consiste 
en que con su ayuda se logra simplificar la solución de muchos 


*) La función / (р), cuando р-#0, es la función de una variable compleja. 


Imagen de las funciones Oo (t), sen t, cos Б 


problemas, en particular, reducir la solución de ecuaciones diferen- 
ciales a las operaciones algebraicas simples para hallar una imagen. 
Sabiendo la imagen, se puede hallar el original, bien según tablas 
confeccionadas de antemano «original-imagen», bien según los 
métodos expuestos a continuación. Surgen las siguientes cuestiones 
naturales. 

Sea dada cierta función F (р). ¿Existe o no una función f (t), 
para la cual F (p) es su imagen? Sí existe ¿es esta función la única? 
Con suposiciones determinadas respecto a F (р) y f(t), a ambas 
cuestiones se da una respuesta positiva. En particular, la unicidad 
de imagen se establece mediante el siguiente teorema que citemos 
sin demostración. 


Teorema de unicidad. Si dos funciones continuas q (t) y Y (0 
tienen la misma imagen L de F (p), entonces estas funciones son idéntica- 
mente iguales. 

Este teorema desempeña en lo ulterior un papel muy importante. 
Efectivamente, si al resolver un problema práctico, hemos determi- 
nado, de cierto modo, la imagen de la función desconocida, después, 
según la imagen hemos hallado la función inicial, entonces, basán- 
donos en el teorema formulado, concluimos que la función hallada 
es la solución del problema planteado y otras 
soluciones no existen. 


7 Solt) 
$2. IMAGEN DE LAS FUNCIONES о» (t), sent, cost 
I. La función f (t) definida de modo tal que g| 7 
f = 1, cuando 1>0 Fig. 379 


f() = 0, cuando < 0, 
se llama función unitaria de Heaviside y se designa рог о (t). 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 379. Hallemos 
la imagen L de la función de Heaviside: 


Lo (0) = f e” dt=— 


erte 


x|- 


Pues*) 
Ls (8) 


*) Al calcular la integral Fora, se puede representarla сото suma 


do integrales de funciones reales: así obtengamos el mismo resultado. Esta ob- 
servación se refiere también a las dos integrales ulteriores. 
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о, más precisamente, Og 05. 


En algunos tratados del cálculo operacional llaman la imagen 
de la función f (t) a la expresión 


P*(p) => е0) а. 
A 


Con tal definición tenemos: о, (t) 
С < С, о, más precisamente, C 0 (1) - 
ÏI. Sea f(t) = sen t; entonces 


y, por consiguiente, 


L [sont] = | "son zat Cl USE a E 
À р'+1 o pot 
Pues, 
sente, 
Pi (9) 


ПІ. Sea f (t) = cos t; entonces 


L (cos і) (созган "' (sen t — peos |" Es, 
J +1 o pt 
Pues, 
cost eP. (10) 
+1 


$ 3. IMAGEN DE LA FUNCION CON ESCALA MODIFICADA 
DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE. 
IMAGEN DE LAS FUNCIONES sen at, cos at 


Examinemos la imagen de la función f (at), donde а > 0: 


L (f (at)} = fe tanar, 
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Sustituyamos la variable en la última integral, poniendo z = at; 
por consiguiente, dz = a dt; entonces obtenemos: 


a ds 
Lien =i {да 
t 


ó 
Lian = 2 (2). 
De este modo, si 
F (p) > f (> 
entonces: 
(2) tan. an 


Ejemplo 1. De la fórmula (9), en virtud de la (11), obtenemos direc- 
tamente: 


sen at + гаа 
(2) +! 
ó 
senat “Ar: (12) 
Ejemplo 2. De la fórmula (10), en virtud de la (11), tenemos: 
Г 
a 
соз аі < — = 
РҮ? 
(+) + 
ó 
cos at = ppa- (13) 


$ 4. PROPIEDAD DE LINEALIDAD DE LA IMAGEN 


Teorema. La imagen de una suma de varias funciones multiplicadas 
por constantes, es igual а la suma de imágenes de estas funciones multipli- 
cadas por constantes correspondientes, es decir, si 


10= сло 
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(C: son constantes) y 


F (p) 5-10), Fi (p) + fi (0), 


entonces 
F(p = 2, С.Р, (р). (4) 


Demostración. Multiplicando todos los términos de la igual- 
dad (14) por ет”! e integrando respecto а / en los límites de 0 a оо 
(sacando los factores C; fuera del signo de la integral), obtenemos 
la igualdad (147). 


Ejemplo 1. Hallar la imagen de la función 
10) =3 sen 4—2 соз 5t. 
Solución. En virtud de las fórmulas (12), (13) y (15), obtenemos: 
4 PE 8 2р, 
PERA pP Pie р2+25 ° 


Ejemplo 2. Hallar la función inicial cuya imagen se expresa mediante 
la fórmula 


141091 =3 


РЕ. EN 
OS 


Solución. Interprotemos Р (р) de modo siguiente: 


F (р) = 


p 5 2 | р 
Ктр O PFO 
Por consiguiente, según las fórmulas (12), (13), y (147), obtenemos: 
10) = sen 214 20cos 3t. 
Del teorema de unicidad, $ 1 so deduco que esta es la única función inicial 
que corresponde a la F (p) dada. 
$ 5. TEOREMA DE DESPLAZAMIENTO 


Teorema. Si F (р) es la imagen de la función jf (t), entonces F (p+a) 
es la imagen de la función e% f (t), es decir, 


Si Р(р)->](0), 
entonces F(p+a)=>e °'](4). } a5) 


(Aquí se supone que Re (р + а) > s). 
Demostración. Hallemos la imagen de la función е9 f (t): 


Ll" у] = ў EPT (t) dt = $ + di: 
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De este modo, 
Ll“) = F(p +a). 


El teorema demostrado permite ampliar considerablemente 
la familia deimágenes para las cuales se hallan fácilmente las 
funciones iniciales. 


$ 6. IMAGENES DE LAS FUNCIONES e—*, senh at, 
cosh at, e7% sen at, e7% cos at 


De la fórmula (8), en virtud de las fórmulas (15), se deduce directa- 
mente: 


е“, (16) 
Análogamente 
o (б) 
p—a 
Sustrayendo de los términos de la correlación (16/) los términos 


correspondientes de la correlación (16) y dividiendo los resultados 
de la resta por dos, obtenemos 


ó 
(17) 


Análogamente, sumando (16) y (167), obtenemos: 


zE ср cosh at. (18) 
F- 


En virtud de las fórmulas (15), de la fórmula (12) se deduce: 
a $ 
DIO 
(р+ а + а 
А base de la fórmula (15), de la fórmula (13) se deduce: 


e” * senat. (19) 


AA 67% соваї. (20) 
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Ejemplo 1. Hallar la función inicial cuya imagen se da por la fórmula: 


Е (, = 
= зто. 
Solución. Transformemos F (р) en una expresion semejante а la que se 
encuentra en el primer miembro de la correlación (19): 
7 a 7 ӨЕ 7 4 
тор pr e A (р+5#+-4` 


Pues, 
7 4 
EOS 


Por consiguiente, en virtud de la fórmula (19) tenemos: 
F (p); A et son ш. 


Ejemplo 2. Hallar la función inicial cuya imagen se da рог la fórmula 


Solución. Transformemos la función F (p): 


p+3 AAA 22 
PHF PHS “ (р-Е1)#+-3# PHF 


= p+i FE 3 
TEIFI ЕЗ A 


usando las fórmulas (19) y (20) hallemos la función inicial: 


Р(ру> е t cos 3+} e=! son з. 


$ 7. DERIVACION DE LA IMAGEN 
Teorema. Si F (р) <> f (t), entonces 


Erro. e 
Р 


Demostración. Primero demostremos que si f (t) satisface a la 
condición (1), entonces la integral 


Тет 070 а e» 


existe. 

Según la hipótesis, |f(t) | < Мех, p= а + ib, а >> so; con 
esto, а 2 0, s, 2 0. Es evidente que se halle e >0 tal, que se 
cumplirá la desigualdad а < s% + e. Igual que en $ 1 se demuestra 
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que existe la integral 


Foo 0) at. 
° 


Evaluemos ahora, la integral (22): 


j ¡er (t) |dt = j Петер (t) | dt. 


Puesto que la función e-*!f” es acotada y su valor absoluto es 


menor que cierto número / para cualquier valor de £ > 0, podemos 
escribir: 


Y Jerte" (t)| de <N § [еер (1) dt =N { e-0- | f (t) | dt оо. 
ò ô ò 
De este modo, queda demostrado que la integral (22) existe. Pero 


podemos considerar esta integral como una derivada de n-ésimo 
orden respecto al parámetro*) p de la integral 


J erty (t) dt. 
ә 


Pues, de la fórmula 


F=] (de 


obtenemos la fórmula 


Е 
| PU) а=. ( f(t) dt. 
dp 
о o 

De estas dos igualdades obtenemos: 


(ai ca Е(р) = ( e, 
dp' A 


es decir, la fórmula (21). 


*) Homos doterminado antes la fórmula de derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro real (véase $ 10, capítulo XI, tomo 1). Aquí, 
el parámetro р es un número complejo, pero la fórmula de derivación queda 
válida. 


27-536 
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Apliquemos la fórmula (22) para hallar la imagen de la función 


potencial. Escribamos la fórmula (8): 
1 


£ 


De esta fórmula, en virtud de la fórmula (21), obtenemos: 


dafi Е 
cap) = 


ó 

т?! 

Р 
Análogamente 

2.2 

pe 
Para cualquier n tenemos: 

nm. 

At. 


Ejemplo 1. De la fórmula (véase (12)) 
а ш 
яғ) < Pt sen at dt 
% 


derivando ambos miembros respecto al parámetro р obtenemos: 


2ра__ 
(1-а): > {301 at. 


(23) 


(24) 


Ejemplo 2. De la fórmula (13), en virtud de la fórmula (21) obtenemos: 


apt 
a 
Ejemplo 3. En virtud de la fórmula (21), de (16) tenemos: 


—> 1 cos at. 


1 нд 
тта" 


$ 8. IMAGEN DE LAS DERIVADAS 
Teorema. Si F (р) > f (t), entonces 
pF (p) — }(0)—>[ (0. 


(25) 


(26) 


(27) 
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Demostración. Basándose en la definición de la imagen, podemos 
escribir: 


Lif (0) =j er (£) de. (28) 
Supongamos que todas las derivadas f' (t), f" (0), ..., f" (0), con 


que encontremos, satisfacen a la condición (1) y, por consiguiente, 
existe la integral (28), así como las integrales análogas para derivadas 
ulteriores. Calculando por partes la integral del segundo miembro 
de la igualdad (28), hallamos: 
LIFO) = еа ео p 570. 
о 

Pero, según la condición (1) 

lim e ”'f (t) = 0, 

tooo 


Ге) = F(p). 
Рог eso: F 
L If (0) = — / (0) + pF (p). 
El teorema queda demostrado. Examinemos ahora la imagen 
de las derivadas de cualquier orden, Sustituyendo en la fórmula (27) 
F (р) por la expresión pF (р) — f (0), y f (0, por la expresión /' (8), 
obtenemos: 
Р IpF (р) — 1 (01 — / (0) => /" (0) 
o, abriendo los corchetes: 
PE (р) — pf (0) —1 (0) 1" (0. (29) 
La imagen para la derivada de n-ésimo orden será: 
Р"Ё(р) PO) р" 27 (0) +... 
о EPET? O + ETOO. (80) 


Observación. Las fórmulas (27), (29), (30) se simplifican, si 
f (0) =f (0) =...f" (0) = 0. En este caso tenemos: 


F(p) ->f 0. 
рРЁ(р)—> [ (0), 


SOS 
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$ 9. TABLA DE ALGUNAS IMAGENES 


Ба el uso cómodo de las imágenes obtenidas, reunámoslas еп una 
tabla. 


Tabla 1 
рт воў ero 10 
е 1 
2 sen at 
3 cos at 
4 Е 
5 senh at 
s cosh at 
4 отага “юзи 
$ Cira «7°! соза! 
9 т Š 
10 pam t sen at 
н = A соза 
12 {ги “7% 
. бын зз (оп at—at cos at) 
14 AO) үн) 
( 
15 Fs (р) (Р) $ һал) ar 
Ч 


Nota: Las fórmulas 13 y 15 de esta tabla las deduciremos más tarde. 
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Observación. Si en calidad de imagen de la función f (t) tomamos: 
F” (p) =p | е0) dt, 
° 


entonces en las fórmulas 1-13 de la tabla las expresiones que se 

encuentran en la primera columna hay que multiplicarlas por p. 

Las fórmulas 14 y 15 toman el aspecto siguiente. Puesto que F* (p) = 

= pF (p), entonces, sustituyendo en el primer miembro de la fór- 
Я 

mula 14 Р (р) рог la expresión E ш y multiplicando рог р, obte- 

nemos: 


w. cr ©. DESTA 
AE 
Sustituyendo en el primer miembro de la fórmula 15 
A A 
F=, Fp 
P P 


y multiplicando este producto por p, tenemos: 
t 


. 4 . 
15. Eroro nort- 
° 
$ 10. ECUACION AUXILIAR PARA 
LA ECUACION DIFERENCIAL DADA 
Supongamos que tenemos una ecuación diferencial lineal de 


n-ésimo orden con coeficientes constantes ау, ai, ..., акш, Gp! 
а", p de 
ta К+ ака аа (0 = 70. (80) 


Es preciso hallar la solución de esta ecuación z = = (t) para t > 0, 
que satisface a las condiciones iniciales: 


2(0)=2%0, 2 (0) = 20, ..., 2 (0) = 20779. (32) 


Antes hemos resuelto el problema planteado del modo siguiente: 
hemos hallado la solución general de la ecuación (31) que contiene 
n constantes arbitrarias; después hemos determinado las constantes 
de modo que se satisfagan las condiciones iniciales (32). 
Ahora expondremos un método más sencillo de solución de este 
problema, el método de cálculo operacional. Hallemos la imagen L 
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de la solución z (0) de la ecuación (31) que satisface а las condicio- 
nes (32). Designemos esta imagen L рог z (р); de modo que 
z (p) -> = (0. 

Supongamos que existen las imágenes de la solución de la ecua- 
ción (31) y de sus derivadas hasta el orden n (después de hallar la 
solución, podemos comprobar que esta suposición es válida). 

Multipliquemos todos los términos de la igualdad (31) por e”, 
donde p = а + ib, e integremos respecto a t en los límites de 0 a оо: 


ЕС a КӨТҮ ы РР 
afe Pt ск а+ | м ЕР азе |: Pta (t) dt = 


2 ( PF (t) dt. (33) 


En el primer miembro de la igualdad se encuentran las imágenes 
L de la función z (t) y sus derivadas, en el segundo, la imagen L de 
la función f(t) que designemos рог F (p). Por consiguiente, se 
puede escribir la igualdad (33) en la forma: 


aL (2) + а) +... + anL{z(0}= 1010). 


Sustituyendo en esta igualdad las imágenes de la función y de sus 
derivadas por las expresiones (27), (29), (30), obtenemos: 


в 1672 (р) — [p° а р" 72 Hp" a 4... H 4°] + 
+a ("2 (р) [pt + p + 


+ an-ı [pz (р) — [ле]! + anz (р) = F (p). (34) 

La ecuación (34) se llama ecuación auxiliar o la ecuación de imagen. 
En esta ecuación la incógnita es la imagen z (p), la cual desde ésta 
se determina. Transformémosla dejando en el primer miembro los 
términos que contienen z (р): 
zlplap" + ар" ‘+... + аһара] 

= alp TA ha IA 

talp rtp ó. 070] 


+ арх + 20] + an-ı [zo] + F (p). (34) 
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El coeficiente de = (р) en el primer miembro de la igualdad (347) 
es un polinomio de p de n-ésimo grado que se obtiene si en el primer 
miembro de la ecuación (31) en vez de las derivadas ponemos las 
potencias respectivas de p. Designémoslo por q, (р): 


Pa (р) = aop” + ap" + -+ On P + аһ. (35) 
El segundo miembro de la ecuación (34') se compone del modo si- 
guiente: 
el coeficiente a,-, se multiplica por Zo, 
el coeficiente ap- se multiplica por рх + z, 


el coeficiente a, se multiplica рог р"-х04- p™°z, +... af, 
el coeficiente ау se multiplica por plzo+ px... ag, 


Todos estos productos se suman. Se adiciona además la imagen del 
segundo miembro de la ecuación diferencial F (p). Todos los tér- 
minos del segundo miembro de la igualdad (347), a excepción de 
F (p), después de reducir los términos semejantes, forman un poli- 
nomio de p de (n — 1)-ésimo grado con coeficientes conocidos, 
Designémoslo por wp,-, (p). De este modo, la ecuación (34') podemos 
escribirla en la forma: 


* (р) Pa (р) = Pn- (p) + F (p). 


De esta ecuación determinamos = (р): 


Valp) | FP 36) 
PalP) Фһ(р) 


Pues, z (p) determinado de este modo es la imagen de la solu- 
ción т (t) de la ecuación (31) que satisface a las condiciones inicia- 
les (32). Si ahora hallamos la función x* (t), cuya imagen es la 
funcion z (p) determinada por la igualdad (36), entonces, en virtud 
del teorema de unicidad, formulado en $ 1, se deduce que z* (t) 
es la solución de la ecuación (31) que satisface a las condiciones (32), 
es decir, 


z(p)= 


2% (0) = z 0. 

Si hallamos la solución de la ecuación (31) para condiciones 

iniciales nulas: ху = 2; == 25 — ... 201—0 = 0, entonces en la 
igualdad (36) чр„-‹ (р) = 0, y ésta toma la forma: 
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ó 
И F(p) 
+ ap + ар" +... Han 


Ejemplo 1. Hallar la solución de la ecuación 


dy 
T tr=i, 


que satisface a las condiciones: 
Solución. 


ага !=0, z=0. 
rmemos la ecuación auxiliar 


- 1 = 1 

=04+— ó 200) = 0. 
=(р)(р+-1) 042-6 =(p) amy) 
Descomponiendo la fracción del segundo miembro en las fracciones 
mentales, obtenemos: 


= 1 
OA 
Usando las fórmulas 1 y 4 de la tabla 4, hallamos la solución: 
z()=i—et, 
Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
2 
Amt, 


que satisface а las condiciones iniciales: д = д == 0, para £=0. 
Solución, Escribamos la ecuación auxiliar (34°) 


#0) (8+9) ó T= 


1 
р(р2+9) * 
Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales, obtenemos: 
-iy E 
Е ЭР y 
=p + 
Basándonos en las fórmulas 1 y 3 de la tabla 4, hallamos la solución: 
1 1 
z()= —-у 008 3t+= + 
Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación 
de 
A +==!, 
que satisface a las condiciones iniciales: para £=0, 2y=x%=0. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34) 


Tomt) 


(36) 


ele- 
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‚н 4 ак ти 
NIN 


Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales por el método 
de coeficientes indefinidos, obtenemos: 


ЕЕ Е: ГЕРЕ Ж 1 
E TS FD 


Según las fórmulas 9, 1 y 4 de la tabla 1 hallamos la solución: 


а) Зее, 


Ejemplo 4. Hallar la solución de la ecuación 


die 


dz 
lr sir tammm 


que satisface а las condiciones: zo=1, z4=2, рага 1=0. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34°) 


Ж (р) (994-2945) =p-142+42:14L (son 1} 


(0) (094-2945) =p-+4 + * 


de donde hallamos = (р): 
pá Үз 1 
+2p+5 * (+10 (ра 2р5) * 


Descomponiendo la última fracción del segundo miembro en las fracciones 
elementales, podemos escribir: 


2(р)= 


11 1 1 
mti -pts 


жа 1 
pps К AF 


=, q p+1 29 > 2 1 Р 1 1 
E E E 


En virtud de las fórmulas 8, 7, 3 y 2 de la tabla 1, obtenemos la solución: 


20-е cos 214 07! зева. зеп! 


o, en definitiva: 
“ 1 


29 1 
set (= 4 т-а ж-н 
20е (фусов 20-39 sen 24) — cos t+- sen t- 
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$ 11. TEOREMA DE DESCOMPOSICION 


De la fórmula (36) del párrafo anterior se deduce que la imagen 

de la solución de la ecuación diferencial lineal consta de dos tér- 
minos: el primero es una fracción racional propia de p, el segundo 
es una fracción, cuyo numerador es la imagen del segundo miembro 
de la ecuación F (p), y el denominador, el polinomio Ф, (р). 
F (p) es una fracción racional, entonces el segundo término es 81 
bién una fracción racional. De este modo, hay que saber hallar la 
función inicial cuya imagen es una fracción racional propia. Exami- 
nemos este problema en el presente párrafo. Sea la imagen L de 
cierta función una fracción racional propia de p: 


np) 
Фа (р) 


Es preciso hallar la función inicial (original). En $ 7, capítulo X, 
tomo I hemos mostrado que toda fracción racional propia se puede 
representar en forma de una suma de fracciones elementales de 
cuatro tipos: 

A 


І. —- 


р 


й, 
ma" 


п. 


Ш. 2222 donde las raíces del denominador son complejas, 


es decir, F—-a<o0, 
ІУ. —2P tE donde las raíces del denominador son 
Map Баз) 
complejas, es decir, k>2. 
Hallemos las funciones iniciales para las fracciones elementales 
escritas. Para la fraccion de tipo 1 en virtud de la fórmula 4 de la 


tabla 1, obtenemos: 


— Ае“! 


p—a 
Para la fracción de tipo II en virtud de las fórmulas 9 y 4 de la 
tabla 1 obtenemos: 


A 1 as 
4: кемем, эт 
ттт o EST CTA en 
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Examinemos ahora la fracción de tipo III. Efectuemos las trans- 
formaciones idénticas: 


„АРВ Ap+B 


Ps VD 


ЕОС E E 
О PPT 


4 
Designando aquí los sumandos primero y segundo por M y N 


respectivamente, obtenemos en virtud de las fórmulas 8 y 7 de la 
tabla 4: 


=$ A 
M> Ае ?'cost Ve E, 


De este modo, en definitiva tenemos: 


PEA ER 
р +ар+а ` 


е | Acost Vo 


Aquí no examinamos el caso de una fracción elemental de tipo IV, 
puesto que esto está relacionado con numerosos cálculos. Para algunos 
casos particulares examinaremos este problema más abajo. 


7 
а Й 

=- . (38) 
4 (38) 
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$ 12. EJEMPLOS DE SOLUCION 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
Y SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL METODO OPERACIONAL 
Ejemplo 1. Hallar la solución de la ecuación 
diz 
-ir +42 = 800 3r, 


que satisfaco a las condiciones iniciales: zo=0, 2—0, cuando 1—0. 


Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34°) 


3 = 
2 жык ЖРЕТ 
F(p) (2+4) = A (р) (РЕК) (ра) 
6 
E 
5, Б ЖИК ШҮҮ E | 
(у= ir рро 0 4° 


de donde obtenemos la solución: 


z(= isen 2—4 sen з. 


Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 


dez 
+= 


que satisface a las condiciones inici 1, 23=3, 27-8, cuando £=0. 
Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34) 


TA) =p 14p:348, 
hallamos: 
тру PEDO EB __р1+3р+8 
PH PHISH ` 


Descomponemos la fracción racional obtenida en las fracciones elementales 


m+3p+8 _ 2 | —р{+6 _ 
(Р+1)(Ф#—Р+1) рР+1 pi=p41 
y Y 


O УҢ" 
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Usando la tabla 1, osoribamos la solución: 
3! УЗ 11 y3 
Vr YA 
20) 26е ( cos 12: 7300 ). 
Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación 


а, 
+= оов, 


que satisface a las condiciones iniciales: == 0, z4=0, cuando t=0, 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 


= 1 8 
EO += a 
- 5 1 5 4 8 1 
0 ЕУ +1} apar: 
Por consiguiente, 


de donde: 


z(= — sen t+ Denz + (= 2-12) Я 


Ез evidente que aprovechando el método operacional se puede resolver 
también los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Mostrémoslo en un 


jemplo 4. Hallar la solución del sistema de ecuaciones 
de dy 
3H mt 


ГЕ PT 
cr 90 


que satisface а las condiciones iniciales: z=0, y=0, cuando £=0, 
Solución. Designemos z(!) 4-7 (p), y (1) y (р), y escribamos un sis- 


tema de ecuaciones auxiliares: 
4h, 


Pz (p)+(4p+3) y (р) =0. 

Resolviendo este sistema, hallamos: 
== 4p+3 ear 1 
PEFP 2p 5(р+1) 10(11р-+-6)' 
25 1 1 2-8 ) 
(Пр 6) PFI р+6/ * 


Según las imágenes hallamos las funciones iniciales, es decir, las solu- 
ciones buscadas del sistema: 


v= 


Análogamente se resuelven los sistemas lineales de órdenes superiores. 
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$ 13. TEOREMA DE CONVOLUCION 


Al resolver ecuaciones diferenciales por el método operacional, 
puede ser útil el teorema siguiente. 

Teorema de convolución. Si F, (p) y Fz (р) son imágenes de las 
funciones fı (t) y fa (0), es decir, 


FDO y Ё. (р) ->h (0, 
entonces F, (p) Pa (p) es le imagen de la función 
i 
}һ@в@—з)&, 
es decir 
¿ 
Ftp) Fa (p) > { h) h(t — 1) а. (39) 


Demostración. Hallemos la imagen de la función 


1 
Jh hlad, 

partiendo de la definición de la imagen: 

f ~ t 

ела) = {е [§ h (0) (t — 1) di) de. 

о о ° 
La integral de segundo miembro es la integral iterada de segundo 
orden que se toma por el dominio limitado 
por las rectas т = 0, т = £ (fig. 380). Cam- 
biemos el orden de integración en esta integ- 
ral; entonces obtenemos: 


Й 
аЛа) = 


Fig. 380 ло [е7 (t — m) de] а. 
o т 
Sustituyendo la variable 1 — т= 2 en la integral interior, tenemos: 


œ m „ 
е1), 0л) Pp (2) dz = е Р | eP fa (2) dz = 
т ° 2 
=e "Fa (р). 
Por consiguiente, 


AET лет 
= Falp) лё Falo) Р) 
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Pues, 

1 

ўл (0 fa (t — т) di Р, (р) Е. (р). 
Esto es la fórmula 15 de la tabla 1. 


1 
Observación 1. La expresión ff, (т) fə (£ — 1) dr ве Паша 


convolución (resultante) de dos funciones f; (t) y fa (t). La operación 
para obtener un resultante se llama convolución de dos funciones; 
en este caso 


t t 
лел) f 101 (0d. 
Al sustituir la variable £ — т = z en la integral derecha podemos 
determinar que la última igualdad es válida. 
Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 


+10, 


que satisfaco a las condiciones iniciales: ту = т 0, cuando t =0. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34) Z(p)(p24-1)=F (p), 


donde F (p) es la imagon de la función / (4). Por consiguiente, 2(р) = zi F (р), 


poro инш t, y Ер) 10. 
Aplicando la fórmula de convolución (39) y designando 
F (р) = Р; (p), obtenemos: 


1 
2+1 


= Р. (р), 


t 
z(t) =} $ (х) зеп ((—т) ат. (40) 


Observación 2. En virtud del teorema de convolución es fácil 
hallar la imagen de la integral de la función dada, si es conocida 
la imagen de esta última; es decir, si F (p)— f (t), entonces: 


a 
1 Pip ima. (41) 
Р Н 

En efecto, si designamos 

010, 0—1, entonces; EMP = Рр), Рр) 3. 


Sustituyendo estas funciones en la fórmula (39), obtenemos Ја fór- 
mula (41). 
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$ 14. ECUACIONES DIFERENCIALES DE OSCILACIONES MECANICAS. 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TEORIA 
DE CIRCUITOS ELECTRICOS 


De la mecánica se sabe que las oscilaciones de un punto material 
de masa m se describen por la ecuación *): 


А0; (42) 


aquí, т ез la desviación del punto desde cierta posición; К, rigidez 
de un sistema elástico, por ejemplo, muelle (ballesta); la fuerza 
de resistencia al movimiento es proporcio- 
B 20 nal (con coeficiente de proporcionalidad A) 
al primer grado de la velocidad; f; (t) es 

la fuerza exterior o perturbadora. 
Ё. R Resolviendo la ecuación de la forma 
| (42), se describen las oscilaciones pequeñas 
también de otros sistemas mecánicos que 
КЕЯ tienen un grado de libertad, por ejemplo, 
“ oscilaciones torsionales del volante sobre 
Fig. 381 un árbol elástico, si т es el ángulo de giro 
del volante; m, momento de inercia del 
volante; k, rigidez torsional del árbol у mf, (2), momento de fuerzas 
exteriores respecto al eje de rotación. Las ecuaciones de la forma 
(42) describen no sólo oscilaciones mecánicas, sino también los 

fenómenos en los circuitos eléctricos. 

Supongamos que tenemos un circuito eléctrico, compuesto por 
la inductancia L, resistencia R y capacidad C, al cual es aplicada 
una £.e.m, E (fig. 381). Designemos рог i 1а corriente en el circuito; 
por Q, la carga del condensador; entonces, como es sabido de la 
electrotecnia, і y Q satisfacen a las siguientes ecuaciones: 


di ¡Ll 
Ea +Ri+ тое (43) 
40 
a_i. 44) 
u (44) 
De la ecuación (44) obtenemos: 

о й 

а и 


+) Véase, por ejemplo, tomo П, capítulo XIII, $ 26, donde hemos obtenido 


la ecuación semejante, al examinar la oscilación de una carga sobre una ballesta. 
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Introduciendo (44) y (44”) en la ecuación (43), obtenemos para Q 
una ecuación de la forma (42): 


#0 40.1 
L&S 4R 4 2 
EEE Q=E. (45) 
Derivando ambos miembros de la ecuación (43) y aplicando la ecua- 
ción (44), obtenemos la ecuación para determinar la corriente i: 


DER АЕ, (46) 


Las ecuaciones (45) y (46) son de la forma (42). 


$ 15. SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL 
DE OSCILACIONES 


Escribamos la ecuación de oscilaciones en la forma: 


de de 

че шщ FeR, (47) 
donde el sentido mecánico o físico de la función desconocida =, 
los coeficientes а;, az y la función f(t) se determina fácilmente, 
comparando esta ecuación con las (42), (45), (46). Hallemos la solu- 
ción de la ecuación (47), que satisface a las condiciones iniciales: 
ж = ау, х= %, cuando t= 0). 

Formemos Їй ecuación auxiliar para (47): 


#(р)(р* + ар + а) = zop + z + ato + F (p), (48) 
donde F (p) es la imagen de la función f (t). De la igualdad (48) 
hallamos: 
- Zop + To + ахо F(p) 
z (p) o г] А 
р +ар+а р +ар+а 
Ası, para la solución Q (t) de la ecuación (45) que satisface a las 


condiciones iniciales: Q = Qo, Q’ = Q;, cuando t = 0, la imagen 
tendrá la forma: 


(49) 


100 +9) 0, Eip 


00) = A Б 
ШР Нр Шр 


28—536 


434 Cálculo operacional y algunas de sus aplicaciones 


El carácter de la solución depende en gran medida de que las 
raíces del trinomio р? + ар + az sean complejas, o bien reales 
distintas, o bien reales iguales. Examinemos detalladamente el 
caso en que las raíces del trinomio son complejas, es decir, cuando 

2 
(5) — аз < 0. Los demás casos se examinan análogamente. 


Puesto que la imagen de una suma de dos funciones es igual a la 
suma de sus imágenes, entonces, en virtud de la fórmula (38), la 
función inicial para la primera fracción que se encuentra en el se- 
gundo miembro de (49) toma la forma: 


A AAA 
P+ap+a ` 4 


(50) 


Hallemos ahora la función inicial que corresponde a la fracción: 


F (p) 
P+ap+a 
Aquí apliquemos el teorema de convolución, tomando en conside- 
ración que 


' 
1 А y a ‚ 
> sent Y a ‚ Е (р) =» 1 (0). 
Papa ` у ай 4 ш 
в——- 
4 
Por consiguiente, según la fórmula (39) obtenemos: 
F(p) 
р? + арфа" 


i 
E fro ETA nft И.а (51) 


Р, у, E 
a 
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Pues, teniendo en cuenta (50) y (51) de (49), obtenemos: 


Y 
z(t)=e 2 | xpcost 


4 


ada т 
оет" еп (t —1) И.а. (52) 


Si la fuerza exterior / (t) = 0, es decir, si tenemos oscilaciones 
mecánicas o eléctricas libres, entonces la solución se expresa por 
el primer sumando del segundo miembro de la expresión (52). Si 
los datos iniciales son iguales a сего: лу = z, = 0, la solución se 
expresa por el segundo sumando del segundo miembro de la igual- 
dad (52). Examinemos más detalladamente estos casos, 


$ 16, INVESTIGACION DE LAS OSCILACIONES LIBRES 


Supongamos que la ecuación (47) describe las oscilaciones libres, 
es decir, / (t) = 0. Introduzcamos, para simplificar la escritura 
de las fórmulas, las designaciones: а, = 2n, аз = К?, КЇ = k? — п?, 
Entonces la ecuación (47) toma la forma: 


diz 


+ n y ptr (53) 


La solución de esta ecuación ть, que satisface a las condiciones 
iniciales: т = ду, z’ = т, cuando f 0, se da por la fórmula (50) 
o por el primer sumando de la fórmula (52): 


anoto = | созы y EZ son ы]. (5%) 
' 


Designemos у= а, EZ b, Es evidente que рага a y b cuales- 


quiera se puede elegir M y ô tales, que а= М ѕеп б, b= М созб, 
siendo М? — а? -- 02, tg6=a/b. Escribamos la fórmula (54) del 
modo siguiente: 


Zub = е" [М соз kyt sen б + М sen k,tcos б], 
o, definitivamente, podemos escribir la solución en la forma: 


Tun = Ма + 5 е7" sen (kit + б). (55) 
28* 
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La solución (55) corresponde a las oscilaciones que se amortiguan. 
Si 2n = a, = 0, es decir, si no hay rozamiento interno, la solu- 
ción tendrá la forma: 


Zıp = Va + b° sen (kit + 8). 


En este caso tienen lugar las oscilaciones armónicas (En el tomo II, 
capítulo XIII, § 27, en las figs. 270 y 271 se dan las gráficas de 
las oscilaciones armónicas y amortiguadas). 


$ 17. INVESTIGACION DE LAS OSCILACIONES MECANICAS 
Y ELECTRICAS EN CASO DE APLICACION 
DE UNA FUERZA PERIODICA EXTERIOR 


Al estudiar las oscilaciones elásticas de los sistemas mecánicos, 

y, еп particular, al estudiar las oscilaciones eléctricas, hay que 
examinar diferentes tipos de fuerza exterior f (t). Examinemos de- 
talladamente el caso de una fuerza periódica exterior. Sea la ecuación 
(47) de la forma 

Фі dz 

— + 2л — + x= A sen ut. Б 

A S 158) 


Para aclarar el carácter del movimiento es suficiente examinar el 
caso de л, = х; = 0. Podemos obtener la solución de la ecuación 
mediante la fórmula (52), pero, desde el punto de vista metado- 
lógico, aquí es más cómodo obtener la solución, ejecutando todos 
los cálculos intermedios. 

Escribamos la ecuación de imagen: 


EP + 2р A 


de donde obtenemos 


m Ао 
=n a 67 
р В+ а 
Examinemos el caso de 2n 52 0 (п? < А). Descompongamos la 
fracción del segundo miembro en fracciones elementales: 
Ao = Ар +В C+D 69 
(2? 4+ 2пр tA 8) р? + 2лр 4-00 pHo 
Determinemos las constantes В, С, D por el método de coeficientes 
indefinidos. Aprovechando la fórmula (38), de la (57) hallemos la 
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función inicial: 


z()= (ue — a”) sen оѓ — 2лф соз ot + 


Же: TA 
(2 — o + nto? 
фе" [æ —E4o% qe sen kit + 2ле соз rel} 3 69 

A 


aquí, de nuevo Кү = У — n?. Esta es la solución de la ecuación 
(56) que satisface a las condiciones iniciales: х0 = т, = 0, cuando 


Examinemos un caso particular, cuando 2n = 0. Esto corres- 
ponde a que, por ejemplo, en un sistema mecánico no hay resistencia 
interior, o sea, falta el amortiguador, Para el caso de un circuito 
eléctrico esto corresponde a que R = 0, es decir, no hay resistencia 
interior en el circuito. Entonces la ecuación (56) toma la forma: 


de 
de 


+ kr = A sen ot, (60) 


y la solución de esta ecuación que satisface a las condiciones: лу = 
= z; = 0, cuando £ = 0, se obtiene, si en la fórmula (59) ponemos 


ату ы лы НЫН (61) 


Aquí tenemos la suma de dos oscilaciones 
armónicas: propias, con frecuencia К: 
4 o 
Zp (t) = ————_sen kt 
le) Ba к 


y forzadas, con frecuencia w: 


z (t) = sen wt. 


A 
12 — в 
Para el caso de k > ө el carácter de 
. oscilaciones está representado еп la 
fig. 382. Fig. 382 


438 Cálculo operacional y algunas de sus aplicaciones 


Regresemos de nuevo a la fórmula (59). Si 2n > 0, lo que tiene 
lugar en los sistemas mecánicos y eléctricos examinados, entonces 
el término que contiene el factor е-"', que representa oscilaciones 
amortiguadas propias, va decreciendo rápidamente, cuando £ crece. 
Con 2 bastante grande el carácter de las oscilaciones se determina 
por el término que no contiene el factor e”, es decir, por el término: 


z(0 =- А { 


тт жни уута [02 — о?) sen ot — 2ле cos ot). (62) 


Introduzcamos las designaciones: 
A (È — o°) 

(È — ?)* + nto? 

donde 


Ano 
EAT 


Mcos ё; М зепб, (63) 


Mas к= ==. 
Уг? — o + no? 


Se puede escribir la solución (62) del modo siguiente: 


=; sen (ot + ô). (64) 


2w 


| +40 


De la fórmula (64) se deduce que la frecuencia k de oscilaciones for- 
zadas coincide con la frecuencia œ de la fuerza exterior, Si la 
resistencia interior que se caracteriza por el número n, es pequeña 
y la frecuencia w es próxima а la frecuencia k, entonces la amplitud 
de oscilaciones puede ser hecha tan grande como se quiera, puesto 
que el denominador puede ser arbitrariamente pequeño. Para 
n=0, w*=k*; la solución no se expresa por la fórmula (64). 


$ 18. SOLUCION DE LA ECUACION DE OSCILACIONES 
EN CASO DE RESONANCIA 


Examinemos un caso particular, cuando а; = 2n = 0, es decir, 
cuando no hay resistencia y la frecuencia de la fuerza exterior 
coincide con la frecuencia de oscilaciones propias k = w. En este 
caso la ecuación toma la forma: 


= + т = A sen kt. (65) 
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Hallemos la solución de esta ecuación que satisface a las con- 
diciones iniciales: zọ = 0, =; = 0, cuando t=0. La ecuación 
auxiliar será: 


Е k 
IS 5—6, 
“+ 
de donde 
-= Ak 
n= ==. (66) 
(р? +- ey 
Hemos obtenido una fracción racional propia de tipo IV, que no 
habíamos examinado en forma general. A fin de hallar la función 
inicial para la imagen (66), aprovechemos el siguiente procedimien- 
to. Escribamos la identidad (fórmula 2 de la tabla 1) 


k f ч Е 
== |е” sen kt dt. (67) 
PHE 4 


Derivemos *) ambos miembros de esta igualdad respecto а К: 


A 
PHE (р? 4-0) 


Usando la igualdad (67), podemos escribirla en la forma: 


= ( e P'tcos kt dt. 
° 


2 N 
E n ( єт [ = 1н] а. 
(ЕЎ J k 
De donde se deduce directamente: 
Ak 

+ Ру 
(de esta fórmula se obtiéne la 13 de la tabla 1). Pues, la solución 
buscada de lá ecuación (65) es: 


Е ‚(1 sen kt — tcos и) 


z(= 4 (Len kt — tcos м). (68) 


*) La integral del segundo miembro, se puede representar en forma de una 
suma de dos integrales de una variable real, cada una de las cuales depende del 


parámetro А. 
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Estudiemos el segundo sumando de esta solución 


A 

Ta ll) =— созы; (68) 
al aumentar ż, esta magnitud по es acotada. La amplitud de os- 
cilaciones que corresponden a la fórmula (68”) crece ilimitadamente, 
al aumentar indefinidamente £. Por tanto, la amplitud de oscila- 
ciones que corresponden a la fórmula (68) crece ilimitadamente. 
Este fenómeno que tiene lugar al coincidir la frecuencia de oscila- 
ciones propias con la frecuencia de fuerza exterior, se llama reso- 
nancia (véase también tomo II, capítulo XIII, $ 29, fig. 273). 


$ 19. TEOREMA DE RETARDO 
Sea la función f (t) idénticamente igual a cero, cuando t< 0 
(fig. 383, a). Entonces la función f(t— to) será idénticamente 


¿ul qe 


e] 


2| 2 2 lo 
а) 4) 


Fig. 388 


igual a cero, cuando ё < tọ (fig. 383,5). Demostremos el siguiente 
teorema de retardo: 


Teorema. Si F(p) es imagen de la función f(t), entonces 
e-P'oF (p) es la imagen de la función f (t— to), es decir, si f (t) <— Ё (р), 
entonces: 

I(t — to) PF (p.) 
Demostración. Según la definición de imagen tenemos: 
= le = 
ин шю) =} Ha) dt = $ Pd) dt $ PA) dt. 
è з i 

La primera integral del segundo miembro de la igùaldad es 
igual а cero puesto que f (t — to) = 0, cuando £ < to. En la última 
integral sustituyamos la variable, poniendo t— ty = 2: 
шпа) | Р“ © (а) da= e?" [ету (а) da= е РЧР). 

° ò 

De este modo, f (t — fo) «e7? F (р). 
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Ejemplo. En el $ 2 hemos establecido para 
una función unitaria de Heaviside: оо (0) 42, 9-0) 


Basándose en el teorema demostrado, se deduce 
que рага la función о(!—В), representada en 


la fig. 384, la imagen L será т ез decir, [у 7 
RA 
AMANDA. Fig. 384 


Ejercicios para el capítulo XIX 


Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones para las condiciones. 
iniciales indicadas: 


1 Ls E 4290, z=1, 2'=2 para 1-0, Resp, z=4e7! —3e-t, 
2 
2 Са 2=2, 2=0, :'—1 рага =0, Resp. чыч. 
da. г ее e 
3. gr — 20 Gp 692-08) 2—0, 2=29, 2=x5 para t=0. Resp. Fx 


X [тоё cos bt+ (z — тра) sen bt). 


diz. dz А 4 
A -ga 3420—6906 amd, z'=2 para 1=0, Resp, == 004 
Ln ү" 
+т +. 
diz 


e a 
5. "ду }т%==асозт, 2=xp z'=z6 para t=0. Resp. == Lx 


X (cos nt — cos ті) + тосозти - —8- sen mt. 


—37=1, r=0, z'=0 рага t=0. Resp. Бараз 8—(%—2—2. 


1 1 
ае z=1'=2°=0 para (=0, Resp, ==. (-1+5) х 


1 
А A 
xehet (он У 3 узе СУЗ) e. 


Resp. th 


8. тфа m==x%=0 para t 


diz _, diz 
. ga 2 д +5=е%, ю= 


=e (2—2) +e- (t+2)+2 sen t). 
10. Hallar la solución del sistema de ecuaciones diferencialos 


=1f=0 рага t=0. Resp. т=з 


Satset LL 2—0, 
que satisface a las condiciones iniciales: zo=y9=¿=Y¿=0, cuando t=0. 


Resp, 2()= ost, ›@=—-у eosti e4 ett. 
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